Dontéstdmogaté mddszerek Dr. Mélyusz Levente

DONTESTAMOGATO MODSZEREK
segédlet I. rész

DONTESTAMOGATO MODSZEREK ........cuciiuiiiiiiiiitetiiite ittt sttt 1
1. JelOlések €5 defiNCIOK. ......ceoiiuiiiiiiiiiiiciceeee et s st 2
2. Ut, vagds egy irdnyftott 61NaIMAZDAN ...............oooveeveeveeeeeeeeeeeeee e se s sesseeseeseeseeseeseeneesens 4
3. Maximalis it — miniMALLS POLENCIAL ...c..eeruiiriiiiiiiiiie ittt sttt ettt e sb et e s 7
4.  Minimalis Gt — Maximalis POLENCIAL ........coouiriiiiiiiiiiiieet ettt et e 10
5. Maximalis folyam — MinimMALS VAZAS ....cc.eeriiriiiriiiieiieiie ettt ettt ettt st sttt et eatesbeesbeebean 16
6. A maximdlis folyam, minimadlis vagds feladat kiterjesztése (tobb forrdssal és tobb nyeldvel rendelkezd
RALOZALOK) ...ttt ettt et b e ettt b e b bt e h e a et be s h e bt e he et et et et et beeaeeat et enten 20
7. Maximadlis folyam keresése als6 — felsd kapacitds korlattal rendelkezd hdlozatokon ............ccccoecveiiniennennen. 21
8. KONIG FRIAGAL......coiiiiiieie ettt ettt ettt et s st sae e eneeas 25
9. Fut6szalag mOdEl: .......cccoiiiiiiiiiiei ettt s sttt e en 26
10. Altaldnos Konig feladat (foldszallitasi feladat):.........coovieeieiiiiiriiiiiee e 27
11. Altaldnos Sziik KereSztmetSzet fEladat: ................ovuvurueeverueeieeeesseeeeessseseesse e esse e 28
12. Minimélis koltségli folyam feladat.........ccoccoviiriiiiiiiiiieiee et 29
13. A Koltségtervezési ,,time-cost trade-off” feladat hurokmentes halon ..........ccocceveeviiiiniiniiniiniincice, 31
14. A koltségtervezési feladat megolddsa a csak minimalis kapcsolatokat tartalmazé MPM hdl6.................... 49

Ajanlott irodalom:

R.K. Ahuja, T.L. Magnanti, J.B. Orlin:

Network Flows, Theory, Algorithms, and Applications, Prentice Hall 1993.

Eugene L.Lawler

Kombinatorikus Optimalizdlds: hdlozatok és matroidok; Miiszaki konyvkiado, Budapest 1982
Klafszky Emil: Hdlozati folyamok Budapest, 1969

Hajdu M.-Klafszky E.: Hdlos tervezési technikdk az épitések tervezésében és irdnyitdsdban.
Miiegyetemi Kiado J-85005.

BME Epitéskivitelezési Tanszék 1 Minden jog fenntartva



Dontéstdmogaté mddszerek Dr. Mélyusz Levente
Motivacio

Egy épitési beruhazds sordn tobbszor felmeriilnek az alabbi kérdések.
- Mekkora a beruhdzas legrévidebb atfutdsi ideje ?
- Mekkora az adott atfutdsi idohoz tartozé minimélis koltségli megoldas ?

Lakasépités sordn felmeriil a kérdés, hogy ki lesz a megcélzott vevOkor és nekik mekkora
lakasokat épitsiink. A multbeli tapasztalatokra tdimaszkodva jogosan vetddik fel a kérdés, hogy
van-e 0sszefiiggés a vevokor és a lakds paraméterei kozott. Erre a kérdésre valaszolhatunk a
sztochasztikus fiiggdségi modell segitségével.

Gyakori feladat egy beruhdzds sordn, hogy tobb lehetdség, palyazat, koziil valasszunk. A
tobbtényezos értékelés a kivalasztashoz nyujt segitséget.

1. Jelolések és definiciok

Definicio: (,,Digraf”’ iranyitott élhalmaz vagy halézat): Jeloljon G=(N,A) egy iranyitott grafot,
ahol N csomoépontok halmaza, A az élek halmaza.
Jelen jegyzetben véges sok pontbdl all6 grafokrodl lesz szo.

Példaul:

Jelolések:

3
N (node): csomdpontok halmaza
N={1,2,3,4}

F]
1 A (arc): élek halmaza
- A ={(1,2);(1,3);(2,4);(3,4)}.
2

Definicié: (Iranyitatlan élhalmazia graf és halozat): Az
irdnyitott élhalmazu grafhoz hasonléan definidljuk, azzal a kiilonbséggel, hogy ebben az esetben,
ha (i,j) A akkor (j,i) is 1étez6 €l.

Példaul:

Jelolések:

N (node): csomépontok halmaza
N={1,2,3,4}

A (arc): élek halmaza
A ={(1,2);(1,3);(2,4);(3,4); (2,1); (3,1);(4,2);(4,3) }.

Hurok él: Olyan él, amelynek kezd6 és végpontja azonos.

Altaldban nem engedjiik meg a 1étezését, mert igy konnyebb az élekre hivatkozni.
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Hurok €It (1,1) vagy kettds élt (1,2) ; (1,2) nem engediink meg, de lehet: (1,2) ; (2,1).

b _®

Definicio ,,séta, vonal, palya’: (it)
A séta egy olyan pontsorozat, amelyet élek kotnek 6ssze. A pontok ismétlédhetnek.

Definicié ,,at”: (egyszeri tt) (irdnyitott tt, directed path)

Legyen [N,A] digraf, és legyen s,t e N. Legyen x¢ X, ...Xk.1, Xk, -..Xm€ N olyan pontsorozat,
melyre Xo=S , Xm=t és (Xx.1, Xx)€ A minden i = 1, ...., m esetén. Ekkor azt mondjuk, hogy xo, X,
..., Xm €s egy s-bol t-be vezetd ut. Az ut jelolésére a P = (s=xo, X1, ...,Xm=t) szimbdlumot
hasznaljuk. Olyan séta amelyben nincs két azonos pont.

Megjegyzem, hogy a fenti két definicio elnevezése szokdsos a zardjelbe tett
kifejezésekkel is. Ezek szerint egy pontsorozatot melynek barmely két egymads utan kovetkezd
tagja része az élhalmaznak ha tartalmaz ismétlddést, akkor dtnak, ha nem tartalmaz ismétlodést,
akkor egyszerl itnak nevezziik.

Minden egyszerti iit egyben tit is illetve egy irdnyitott hdlozatban, ha létezik it akkor
létezik egyszerti it is.

A halézati folyamok témakor szakirodalomaban a definicidk, elnevezések igen valtozatos
format oltenek. Itt és most igyekeztem csak annyi fogalmat definidlni amely a mérnoki
menedzsment feladataihoz sziikséges.

Ut (walk) Egyszerti ut (path)
(1,2,1,3,4) (1,3,4)

Definicio: (kor, ciklus, hurok)
Olyan séta, amelynek a kezdd és végpontja azonos.

Definicid: (egyszerii vagy iranyitott, kor, ciklus, hurok)
P = (s=xo, X1, ...,.Xp=t) irdnyitott Ut &s a (t,s) €l egyiitt.

Egyszerti (kor, ciklus, hurok), ha ezen kiviil a pontsorozatban nincs ismétlodés.

Minden egyszerii hurok egyben hurok is illetve egy irdnyitott hdlozatban, ha létezik hurok akkor
létezik egyszerti hurok is
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Definicido: (Vagas) Legyen [N, A] digraf és osszuk az N ponthalmazt az S, T diszjunkt (két
halmaz metszete zérus) két nem iires halmazra. Jeloljiik (S, T) —vel azon élek Osszességét,
amelyek S-bdl indulnak és T -be érkeznek. Az (S, T) élhalmazt az [N, A] digréf (S, T) vdgdsdnak
nevezziik. Ha s, te N pontok olyanok, hogy s€ S és te T, akkor azt mondjuk, hogy (S, T) vagas az
s, t pontokat elvalasztja. (S, T) vagas : [(1, 3); (1, 2)]

Feltételezések:
- A bemen0 paraméterek egész szamok.
- A héldzat tartalmaz irdnyitott utat s-bol a G graf minden mds pontjéba.

Terviitem halé, (hal6): Egy [N,A] digrafot terviitemhalonak neveziink, ha létezik se N
kezdOpont és te N végpont tigy, hogy barmely ie N-re van ut s-bdl i-be és i-bdl t-be.

Negativ hurok, zérus hurok, pozitiv hurok: Legyen adott az [N,A] hil6 és az éleihez rendelt T
egész szam. Ha egy hurok éleihez rendelt szdmokat 0sszeadva negativ szdmot , zérust, pozitiv
szamot kapunk, akkor hurkot negativ huroknak, z€rus huroknak vagy pozitiv huroknak nevezziik.
Nyilvdnvald, hogy terviitem héalé esetén a pozitiv hurok nem megengedett, mert akkor a

leghosszabb ut végtelen nagy lenne.

2. Ijt, vagas egy iranyitott élhalmazban

Vagds és it dualitdsi tétel (Minty):

Legyen [N, A] digraf és legyen s, te N. Ekkor az aldbbi két allitas koziil csak az egyik
igaz.

Tétel:

1. vagy van 1t s-bdl t-be vagy

2. vanolyan (S, T) vagdas, amely iires és se S, te T

Bizonyitas: (konstruktiv)

Konstrualjuk meg az S halmazt a kvetkez6 mddon legyen s€ S, és legyen je S, ha van
olyan ie S, amelyre Vije A. Tehét kezdetben az S halmaz alljon a s pontbdl, majd bdvitsiik az S
halmazt oly médon, hogy minden pontot, amelyre igaz, hogy van él S-bdl T-be vonjuk be. Az
eljaras azzal ér véget, hogy vagy te S ekkor van ut, vagy te T, ekkor uttal nem érhet6 el a t pont s-
bdl, azaz van (S, T) lires vagas.

1. Feladat: Keressiink utat 1-b61 5-be!
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| |+S| |+4|+1|-3|
1/12(3]|4]|5
1 X
21 X X X
3| X X
4 X
5 X

Megoldés: El6észor elkészitjiik az un. struktiramétrixot. 1-bdl indulunk, igy az 1-hez
tartoz6 rekeszbe beirjuk a kezddpont jelét: ,,-s”. Hogy az ismétlédést elkeriiljiik, jelolniink kell
azt, ha egy pontot mar vizsgaltunk. Ezt a cimkézés eldjelezésével oldjuk meg. Ha egy pontba
eljutunk, akkor ,,negativ’ cimkével l4tjuk el, és ha ebbdl a pontbdl tovabb mentiink, ahova csak
lehetett, akkor a cimkét pozitivra valtoztatjuk at. A 0. 1épésben az ,,s” pont rekeszébe a —s cimkét
tessziik. Megnézziik 1-bdl hova tudunk eljutni, mehetiink 4-be, a 4-hez tartozé rublikdba beirjuk
(-1), mivel mashova nem tudunk menni 1-bél, igy atirjuk a (-s)-t (+s)-re; megnézziik 4-bdl hova
tudunk menni, 3-ba, tehét beirjuk a 3-as rublikdba (-4), és mivel mdshova nem tudunk menni,
ezért atirjuk a (-1)-et (+1)-re; nézziikk 3-b6l hova tudunk menni, mehetiink 1-be, de ott mar
voltunk, tehat ezzel nem foglalkozunk, de mehetiink 5-be, ahova beirjuk (-3); mivel 5 volt a cél,
ezért a feladat kész, mar csak az utat kell felirnunk; legegyszeriibb médja, ha visszafelé haladunk.

Ut:5-3-4-1

2. Feladat: Az eldbbi digrafon keressiink utat 4-bol 2-be.

L_1+3[ [+4]+s]-3]

112/3/4]5
1 X
21X X X
31X X
4 X
5 X

Elakadtunk, taldltunk egy vagast, tehat nincs ut 4-bol 2-be.
S=(1,3,4,5) T=(2) Nincs €l S-bdl T-be.

3. feladat: Keressiink utat s=1-bol t=9-be.
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[+s]+1] [+1]-2] [+4]+7]-8
1]2][3]4][5]6]7]8]9

1 X X

2 X

3 X X[ X

4 X

5 X X X

6

7 X

8 X | X X

9 X | X

Ut 1-b819-be: 9-8 -7 -4~ 1

4. feladat
Ugyanaz, mint fent. Keressiink utat 7-bol 2-be!
|+5|-1| |+8|+8|+5|+S|+7|+8
112]13/4|5]6]7]8]09
1 X X
2 X
3 X X | X
4 X
51X X X
6
7 X
8 X | X X
9 X| X

Ut7-b812-be:2-1-5-8-7
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3. Maximalis at — minimalis potencial

A maximalis it minimalis potencidl az épitésberuhdzas egy alapfeladatdnak az idGtervezési
feladatnak a matematikai terminoldgidja. A feladatot matematikailag egyiitt lehet kezelni a
minimalis it maximalis potencidl feladattal, amely eldszor tithdldzaton felvetett problémara lett
kidolgozva. A feladatot az 50-es években vetették fel és az els6 matematikai cikk 1956-ban
Ford.,L.R. munkdja. Természetesen a digrafra tett feltevések folyamatosan enyhiiltek, igy a
kezdetben még feltétel volt az is, hogy a hdlé hurokmentes és pozitiv élhosszusdgu legyen.

Terviitem halé, (hal6): Egy [N,A] digrafot terviitemhalonak neveziink, ha létezik se N
kezddpont és te N végpont igy, hogy barmely i€ N-re van it s-bdl i-be és i-bdl t-be.

A terviitemezési feladat sordn keressiik egy épitési beruhdzas atfutdsi idejét (leghosszabb utat s-
bél t-be vagy a kritikus utat), és az egyes tevékenységek legkorabbi és legkésobbi lehetséges
bekovetkezési idejét (leghosszabb ut s-bdl az adott tevékenységig illetve a leghosszabb ut t-bdl az
adott tevékenységig), tovabba a tevékenységhez tartozé ugynevezett tartalékiddket.

Miiszaki feladatunkat matematikailag az aldbbi primél dudl parban fogalmazzuk meg.

Primal:

Adott (N,A, 1) hdlézaton keresendd azon P(s,t) = {s=xy, ..., Xp=t} Ut, amelyre T(P(s,t)) = Z Tij
ijeP

maximalis.

Dudl:

Adott (N,A, 1) hdlézaton keresendd azon L potencidlrendszer, amelyre
s = D,

Mj - W > Tij VIJE A (*)

és W, minimdlis.

Lemma:
1. Jelolje Y; Vje N-re valamely tt hosszét s-bdl j-be.
2. u; VjeN-re, a leghosszabb ut (s-bdl j-be),
akkor és csak akkor, ha
3. Wi - Wi 2 T Vije A.

Bizonyitas:
L()+3)=(®)
IL (1) +2) = (3)

I. bizonyités
T(P(s,t)) tetszbleges ut hossza s-bdl t-be
TPE.D) = D, TS M - Mt + M - e + - M - Memat = [ (FF)

ijeP
Mivel W, egyrészt valamely ut hossza masrészt nagyobb egyenld mint akdrmelyik ut
hossza ezért sziikségképpen | a leghosszabb ut hossza. (l; Vje N a leghosszabb ut hossza
s-bdl j-be)

BME Epitéskivitelezési Tanszék 7 Minden jog fenntartva



Dontéstdmogaté mddszerek Dr. Mélyusz Levente

I. Kévetkezménye: Ha a célfiiggvények optimalisak, akkor egyenldség all fenn (**)-ban.
IL. bizonyitas

(1)és W; - Wi < Tj; = W; nem a leghosszabb.

Tegyiik fel, hogy W; a leghosszabb ut hossza s-bdl i-be és jelolje T(P(s,1)) a leghosszabb
utat. Ekkor 1. szerint

T(P(s,1)) = Z Tij = W; tovabba L legyen valamely ut hossza s-bdl j-be €és
ijeP(s,0)

L - Wi < T de ekkor

T(P(s,))) = z Tij +T;; > I, azaz W;nem a leghosszabb 1t hossza s-bdl j-be.
ijeP(s,i)

II. Kovetkezménye: Ha egyenldség all fenn (**)-ban akkor a célfiiggvények optimalisak.

Algoritmus:
Kiindulds: p=0 se S és [=-o0 egyébként
Menjiink végig a digraf minden csomépontjan. Ha W; < T; + W; Vije A-ra, akkor L;
=T - Wi ahol ieS.
Az algoritmus véges 1€pésben véget ér mert vagy (*) teljesiil minden élre, vagy valamely
potencidlérték tart a végtelenhez, azaz a leghosszabb ut végtelen.

Az eredményekbdl kaphaté informaciok

Definicio: A legkorabbi potencidlrendszer (idépolitika) M Vje N a leghosszabb tt s-bol
j-be VjeN.

Minden olyan tevékenység, amely a j-bdl indul, legkordbban a M idépontban kezdddhet.
Definicio: A legkésobbi potencidlrendszer (idopolitika) ﬁ ; VjeN az atfutdsi id6 ﬁ,
minusz a leghosszabb 1t t-bdl j-be Vje N.

Minden olyan tevékenység, amely a j-be érkezik, legkésébben  ; idopontban be kell,
hogy fejezddjon.

Kritikus esemény: olyan csomépont, amelyhez tartoz6 legkordbbi és legkésdbbi potencidl
megegyezik.

Kritikus 1t: a leghosszabb 1t s-bdl t-be.

Az ij tevékenység tartalékidoi:
Teljes tartalékidd: u ; — u -7,
Szabad tartalékid6: u S TH T
Feltételes tartalékidé: ¢ —u -7

i
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Fuggetlen tartalékidd u , —u, —7;

Az ij tevékenység lehetséges legkordbbi befejezése H o+

Az i) tevékenység lehetséges legkésObbi kezdete ,1_1 i Ty

Kritikus tevékenységnek nevezziik azt a tevékenységet, amelynek teljes tartalékideje 0. A
kritikus ut csak kritikus tevékenységekbdl 4ll.

Feladat: Keressiink maximdlis utat 1-bdl 5-be az aldbbi hdlén! Hatarozzuk meg a
legkorabbi és a legkésobbi iddpontecidlokat.

13 8 2 5 0
legkésGbbi (5)(6)10 5 2 (2)5 0
legkorabbi 1 2 3 4 5
0 0 1 5 4 3
5 5 2 3
11 (4)11 3 2
8 (3)8 4 4 3 2
13 (6)10 5
U =13-0=13 U, =13-5=38 4y, =13-2=11
i@, =13-8=5 i, =13-13=0
Feladatok:

1. Keressen maximadlis utat 1-bdl 6-ba. Hatdrozza meg a legkorabbi és legkésdbbi
id6politikat.
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2. Abrazolja hil6 segitségével az aldbbi tevékenységeket és kapcsolatokat majd keressen
utat a kezdOpontbdl a végpontba és hatdrozza meg a legkorabbi és legkésObbi
idopolitikdkat. A tevékenységek nem megszakithatoak.

a. Csaladi haz épitését 3 tevékenységre bontjuk. Alapozas 4 nap, Szerkezetépités 6 nap,
befejezd munkék 5 nap.

b. Egy utépités sordn a foldkiemelés 5 nap, dtalapozds 4 nap aszfaltozés 5 nap. A
tevékenységek legalabb 1 nap tavolsagra kell, hogy legyenek egymastdl. Hatdrozza meg a
minimalis 4tfutési idot.

c. Egy utépités sordn a foldkiemelés 5 nap, utalapozés 4 nap aszfaltozds 5 nap. A
tevékenységek maximum 4 nap tavolsagra lehetnek egymastdl. Hatdrozza meg a
minimalis 4tfutési idot.

d. Egy utépités sordn a foldkiemelés 5 nap, utalapozdas 4 nap, aszfaltozas 5 nap. A
tevékenységek legaldbb 1 de legfeljebb 4 nap tavolsigra lehetnek egymastdl. Hatarozza
meg a minimalis atfutési 1dot.

e. Egy utépités sordn a foldkiemelés 5 és 7 nap kozott, az ttalapozds 3-6 nap kozott, az

aszfaltozas 5 €s 7 nap kozott lehet. A tevékenységek legalabb 1 de legfeljebb 4 nap
tdvolséagra kell, hogy lehetnek egymastdl. Hatdrozza meg a minimélis atfutdsi idot.

4. Minimalis Gt — maximalis potencial

A minimalis ut feladat megolddsa cimkézési technikéval eldszor Ford és Minty dolgozatdban
szerepelt.
Adott [N, A] digraf éleihez rendeljiink egy T;j szamot.

Definicio: (it hossza) P (X, ..., Xk-1, Xk, +.., X¢) = Zrij
ije P
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N={0,1,2,3,4}

A ={(1,2); (1,3); (2,4); (3,2);(3.4)}
11,2=3 ;T1,3=2 Y eees

ul ’ HZ ’ u3 ’ u4

Feltételezések

A hdlézat iranyitott.
Minden élhossz egész szam.
A hdlézatban nincs negativ kor — negativ ciklus-azaz negativ hosszisagu iranyitott ciklus.

A fenti feltételezésekkel torténetileg az aldbbi feladatokat definidltak a digrafon.

1. Keressiik meg a legrovidebb utat egy csomépontbdl az 6sszes tobbibe nemnegativ
élhosszusagu halon.

2. Keressiik meg a legrovidebb utat egy csomdpontbdl az §sszes tobbibe tetszéleges élhosszisagu
halon.

3. Keressiik meg a legrovidebb utat minden pontbdl minden pontba.

A tovabbiakban az 1. feladattal foglalkozunk.

Primdl feladat: Keresendd olyan ut az s, t pontok kozott,

P = { s=x, Xy, ..., t=X,} , amelyre
T(P)= ) 7, érték minimalis.
ijeP

Dudl feladat: Tegyiik fel, hogy az s pontban van egy egységnyi dru, melyet t pontba akarunk
elszéllitani, az [N, A] digraf élei mentén, ahol a szallitasi koltségeket jelolje Ti;. Tegyiik fel, hogy
az arut a ,termeldnek” kell elszdllitania. Jon egy ,,szdllit6”, aki a termeldnek a kovetkezd
arajanlatot teszi. Minden i€ N ponthoz ad egy értéket, amennyiért 6 abba a pontba széllitja az
arut. Jeloljiik ezt W; — vel. A szdllitd, hogy ajanlata elfogadhaté legyen, olyan L széllitasi
értékeket adhat meg, melyekre:

He=0 N
Wi-lwist Vije A . o .
A szdlliténak az a célja, hogy bevételét maximalizdlja, azaz

L, maximalis legyen.

Keresend6 olyan potencidlrendszer, amelyre a * teljesiil €s W, maximalis.

Alaplemma: Adott [N, A, 1] hdlézatban az s, t pontok kozott tetszéleges P ttra és *-ot teljesitd L
rendszerre igaz, T(P) = W, €s egyenldség akkor és csak akkor ha ;- Wi =15  Vije Pan
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Bizonyitas:
T(P) = ZT,‘]‘ 2 z (H} - ul) = Ux2 - Ux1 + Ux3 - Mx2 + Uxg - Ux3 +.F lxm - lxm-1= = Wxm - Ux1
ijeP ijeP
= M - W de Us = @
©(P) 2 W

Kovetkezmény: Ha az [N, A, 1] hdlézaton t(P) = |, , akkor T(P) és |, optimalisak.

Bizonyitas: indirekt tton: Tegyiik fel, hogy ©(P) = 1, , de ©(P*) < ©(P) , ekkor ©(P’) < W , ami
lehetetlen.

Dualitasi tétel: (FORD)
Adott [N, A, 7] hdlézaton 1étezik olyan 1t az s, t pontok kozott €s olyan *-ot teljesitd
potencidlrendszer, amelyre min7(P) = max 4
T u

Bizonyitas: A bizonyitds konstruktiv tehat egyben eljarast is ad a P it és a p; VieN
potencidlértékek megkeresésére.

Kiindulas p = & VieN

Keresend6 olyan P részhdlé (BcA digraf), ahol ; - wi = ©; Vije B

Keressiink utat az [N, B] digrdfon, olyan éleken ahol y; - Wi = T;
A kovetkezd két eset fordulhat eld:

1. van 1t s-bdl t-be, ahol W; - W; = T;j , ekkor i és ©(P) optimdlisak

2. van egy (S, T) vagas, ahol a vagdsban 1év6 minden élre Tj; > W + W;

legyen &= {’Cij - W+ }, VijeS, T

€s€= min §;
ije(S,8")

Modositsuk a 1 (potencidl) rendszert az alabbiak szerint.

. |M; ha je S
§o= .
HU; +E, ha je S
Megmutatjuk, hogy az igy definidlt " tovdbbra is teljesiti a ;" - ;" < T;; feltételt Vije A-ra.

HaieS és je S , akkor rendben.

HaieT ésjeT, akkor 4 + € - Wi - €< 1; , rendben.

HaieS, jeT, akkor Y; + € - W; < T; , igaz az € konstrukcidja miatt.

HaieT, jeS, akkor y; - ;- € <1 , rendben.
Tehat az 4j u* potencidlrendszer tovdbbra is megengedett megoldds /azaz p* teljesiti *-t/.
Mivel Tt véges (T(P), w is véges (feliilrdl korlatos)), ezért az algoritmus véges 1épésben véget ér.
Ezzel a bizonyitast befejezziik.

Kovetkezmény: ha t(P) és L, optimalisak, akkor T(P) =
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Bizonyités: indirekt

Algoritmus:
Els6 1épés: keressiink meg a min. utat 1-bol 5-be!

| l+s] | [ T |
112|345
1 3|4
2 4
3 2 1
4 3
5 1
e’ tabla
M, — I, =T,

Az S halmaz elemeit fiigg6leges vonallal az S elemeit vizszintes vonallal hizzuk it. fgy a

Az iiresen hagyott részen a két érték koziil (3 és 4) €, = 3. [gy ezen a
részen levonunk 3-at, ahol csak vizszintes ill. csak fiiggdleges sraffozds
van, azt békén hagyjuk; a dupla sraffnal pedig hozzdadunk az eddigi
értékekhez €,,;, = 3-at.

fedetlen részen az (S,T) vagdsban 1év0 élek maradnak, a kétszer dthizott részen a vagasban
visszamenO €lek taldlhatok. E két élen a bizonyitasban leirtak alapjan médositani kell az ’€’
tdblan. A vagasban 1év0 élek € értéke a min €-nal csokken, mig a visszamend éleken nd.

Igy az tj € tabla:

| [+s{+ ] [ [ | Most is az €, —ot keressiik. Az iiresen
hagyott részen (1 és 4) €, = 1. fgy itt
11231415 levonjuk az 1—et, a duplén sraffozott
1 01 részen taldlhat6 értékekhez pedig
2 hozzdadunk 1-et.
3 2 1
4 3
5

Keressiink utat 1-bdl 5-be olyan €leken, ahol €=0; azaz (*) egyenldséggel teljesiil az adott ij élre.
Uj ’e’ tdbla:

[ lesletfet] [ | AR AU A Usvanazt kell ienntnk, mint eddi Ujra
S ] 1 ton kst Kt i ven .

BEREYE A GG R e et
2 3 = duplén sraffozottban 1év6khoz hozzdadjuk.
3 3 1 =
4 3
5 1
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Uj ’¢’ tébla:

e 1 o s A
ua.
1(2(3[4(5
1 010 QAT AR AR T
2 2 [
3 3 0
4 3
5 2

Elértiink célunkat: eljutottunk 1-bdl 5-be.
| [+s]+1[+1]+3]+4]

1123|415
1 0]0
2 2
3 3 0
4 0
5 5

Minimalis at: 5-4-3-1
Az ut hossza: Ze‘m =3+1+1+3=8

Feladat:

Bizonyitsa be, hogy az alabbi algoritmus a minimalis ut maximadlis potencidl feladatpart
oldja meg.

Algoritmus:
Kiindulds: p=0 se S és tj=+o egyébként

Menjiink végig a digraf minden csomépontjan. Ha W > T; + W Vije A-ra, akkor L;
=T - Wi ahol i€ S.
Az algoritmus véges 1€pésben véget ér mert vagy (*) teljesiil minden élre, vagy valamely
potencidlérték tart a negativ végtelenhez, azaz a legrovidebb ut végtelen.
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Feladatok a minimalis it maximalis potencial feladatra:
1. Személyek id6tervezése (Clark Hastings 1977)
Egy épitdipari vallalat munkdjdhoz havonta az aldbbi szdmu acélszereld szakmunkas sziikséges.

Hoénap Mijus Junius Julius Augusztus | Szeptember | Oktéber
Szakm. 3 5 7 5 3 4
szdma

Tegyiik fel, hogy a szakmunkdsok iitemezése havi bontdsban torténik, és dprilisban mar 2
szakmunka a helyszinen van és Novemberben is 2 marad a munkahelyen.

A munkdsok alkalmazdsahoz tartozo koltségek: 10 ezer forint havonta és személyenként illetve
15 ezer forint a munkds athelyezése egy masik munkahelyre. Csak 2 munkést tud a cég egyszerre
munkaba 4llitani a hénap elején és a munkasok legfeljebb egyharmadat tudja a hénap végén
athelyezni. A vallalat havi 20 ezer forintért tud munkdést szerezni €s 20 ezer forintot kell fizetnie a
tilmunkaért havonta személyenként. A tilmunka nem lehet tobb mint 25%-a normal
munkaiddnek.

Keressiik meg a munkdasok foglalkoztatdsanak minimalis koltségli megoldésat, a legrovidebb ut
modell felhaszndldsaval.
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5. Maximalis folyam — minimalis vagas

Adott [N, A] digraf (irdnyitott élhalmaz), az élein értelmezett és adott k,.j >0 Vije A

egész szam.

Feltételek:
- HavanijeA ésjie A akkor legyen jicA |, kji= .
- Nincs olyan 1t s-bdl t-be, amelyik csak végtelen kapacitdsu éleken vezetne
keresztiil.
-, VijeA.

)

Legyen fj; folyam az [N, A, k] — n értelmezett fiiggvény, amelyre 0< f, <k

Keresend6 olyan v folyam érték, hogy

v’ maximalis, feltéve, hogy

v,hai=s
D> fy- D fi=10,haie N\s,t
A deh -v,hai=t
0< f,; <k;, VijeA

Definicié: Az [N, A, k] hdl6zatban legyen (S, T) egy vagas. A k(S,T) = Zkﬁ értéket a
ijeS.T

vagés kapacitdsanak nevezziik. Az Gsszes s, t pontokat elvalaszté vagasok koziil a

legkisebb kapacitasit az s, t pontokra vonatkozé minimalis vagasnak nevezziik.

Definicié: Szabad kapacitds hal6zat (residual capacity)
Az éleken értelmezett olyan tobblet folyam, amely azt fejezi ki, hogy — feltéve, hogy
Vije A - a digraf i-edik csomdpontjabdl j-be mennyi folyamot tudunk még atkiildeni az
(1,]) (§, 1) élek felhasznalasaval.

Fij :kij _fzj +fji

r; =0 akkor €s csak akkor ha k; = f; és [, =0.

A szabad kapacitds hdl6zatot a maximalis folyam feladat megoldadsara szolgalo
algoritmusban haszndljuk.

Alaplemma: Adott [N, A, k] hdl6zaton tetszéleges folyam (v) €s tetszdéleges vagas (S, T)
kozott fenndll a kovetkezd kapcesolat:

Vs zkzi

Vije(S,T)

Bizonyitds: v = Z(Z fi— Zfﬂj

icS \ ijeA jieA
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v=2fi= 21 )

ije ST JieTS
mivel a jobboldal két tagjara
2 IS Dk és > [ 20
ije(S,T) ije(S,T) ijeTS

ezért a bizonyitani kivant egyenldtlenség v < Zklj fennall.
ije(S,T)

Lemma: Az [N, A, k] hdl6zaton értelmezett tetszOleges v értékii f folyamra fennall, hogy minden
Av tobbletfolyam s-bdl t-be kisebb-egyenld akarmelyik (s,t) vagds szabad kapacitdsanal a
szabad kapacitds hal6zatban.

Bizonyitas:
Az alaplemma szerint
VHEAVS Dk (FF)

Vije(S,T)
(*)-(*)
AVS D= 2 fi+ 2Ly é 2 fi= 21
T ST TS GETS) )

felhasznélva, hogyr, =k, — f; + f

Av < Z’?j

ije(8.T)
Ezzel a bizonyitds végére értiink.

kovetkezik, hogy

ji?

Tétel: a., egy [N, A, k] halézaton 1étezik olyan f folyam, amelyre v maximalis és amelyre v
egyenld a hdlézatban 1évé minimalis kapacitasu vagassal.

b., egy f folyam akkor és csak akkor maximdlis v értékii, ha a szabad kapacitdsu
hdlézatban nincs noveld ut s-bdl t-be.

c., a feladatnak mindig létezik egészértékii (f) optimélis megoldasa.

Bizonyitas:

Adott [N, A, k] halézat. Legyen f = .

Keressiink noveld utat a szabadkapacitds hdlézatban. Legyen az uton a legkisebb
kapacitds rmin. Ezen az dton legyen f = f+r,;,. Konstrudljunk egy 4j szabad kapacitds halézatot.
Ha nincs novel6 ut, akkor van olyan (ST) véagés, amelyre ije ST , r;; = 0, (k;; = fjj) £;; = 0.

Mivel Av = z = 0, ezért v maximalis folyam. Illetve, ha v maximaélis folyam, akkor nincs ut
ije(S,T)

a s-bol t-be a szabad kapacitds hédlézatban, azaz 1étezik iires vagas a szabad kapacitds haléban.

Ebben a vdgasban az eredeti halé minden kapacitasa telitett.
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Feladat:

Maximalis folyam 1-bdl 6-ba!

+s | +1|+2|+1 | +3 | -5
112 |3]4|5]|6
1 3 3
215 2|5
3 5 213]0
4 6
5 4
6 5
+s | +1 +1]1+4 -5
1123456
1 1 3
2|7 0|5
3 7 21110
4 6
5 2 2
6 5 2

BME Epitéskivitelezési Tanszék

Dr. Mélyusz Levente

Ut:6-5-3-2-1

Av=2
v="7

18

+s | +1]-2|-1]-3]-3
1(2|3|4|5]|6
1 8 3
2 7|5
3 2|13]|5
4 6
5 4
6
Ut:6-3-2-1
kmin=5 (P=5
Ut 6-5-4-1
Av=2
v=9

Minden jog fenntartva
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+s |+1 | -5 |+1 | -4
1123|456
1 1 1
2|7 015
3 7 21110
4| 2 4
5 2| 2 0
6 5 4

Nincs ut 1-bdl 6-ba. Az algoritmus ledll. Tehat
marad az el8z6 1épésben meghatdrozott érték.
Maximdlis folyam 1-bdl 6-ba:

v=9
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6. A maximalis folyvam, minimalis vagas feladat kiterjesztése (t6bb forrassal és tobb
nyeldvel rendelkezé halozatok)

Maximalis folyam feladat
Az N,Ak halézatot egészitsiikk ki egy minden csoméponthoz adott b; értékkel, feltéve, hogy

Db, =0.
ieN

Feladat: keresend6 olyan v folyam érték, hogy

v’ maximalis, feltéve, hogy

v,hai=s
Zfij ‘iji =4b,,haie N\s,t
iieA iieA v.hai=t

0< f, <k,, YijeA

A feladat megolddsat két 1é€pcsOben kapjuk meg. Eldszor megengedett megoldast
keresiink. Ehhez a hédlézatot cirkuldciévd alakitjuk egy 4j (t,s) €l bevezetésével, amelynek alsé
kapacitdsa 0, fels0 kapacitdsa végtelen. Keressiink megengedett megoldast a maximalis folyam
algoritmus segitségével. Ha létezik megolddsa az elsé l1épcsOnek, akkor djra alkalmazva egy
maximalis folyam algoritmust kapjuk a feladat optimalis megoldésat.

Megengedett folyam keresése:

Feladat: keresend6 olyan f folyamrendszer, hogy

th/ _iji =bi,haie N

ijeA jieA
0< f, <k;, VijeA
Megoldas:

Minden b; > 0 -ra egészitsilk ki az eredeti G halézatunkat egy (s,i) €llel, ahol s uj
csomopont  k; :=b;.

Minden b; < 0 —ra egészitsiik ki az eredeti G hélézatunkat egy (i, t) €llel k;, =-b;
Az igy kibdvitett hdlézaton keressiink maximalis folyamot s-bdl t-be Ha a kapott megoldas teliti
az Uj éleket, akkor 1étezik megengedett megolddsa az eredeti feladatnak. Ha nem teliti, akkor az
eredeti feladatunknak sincs megoldésa.

Ha a maximadlis folyam teliti az uij éleket akkor és csak akkor lehet az eredeti feladatot
megoldani.
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7. Maximalis folyvam Keresése also — fels6 kapacitas korlattal rendelkezé halozatokon

Az N,A k hal6zatot egészitsiik ki egy minden €lre az élen sziikséges als6 kapacitds 1; értékével,
valamint egy a csomépontokhoz adott b; értékkel, feltéve, hogy Zbi =0.
ieN
Definicié: Az [N, A, k] halézatban legyen (S, T) egy vagds. A k(S,T)= Dk, — > I, értéketa
ijeS.T ijeT.S
vagas kapacitdsanak nevezziik. Az 6sszes s, t pontokat elvalaszté vagasok koziil a legkisebb
kapacitasut az s, t pontokra vonatkozé minimalis vagdsnak nevezziik.

Definicié: Szabad kapacitas hdl6zat (residual capacity)

Az éleken értelmezett olyan tobblet folyam, amely azt fejezi ki, hogy — feltéve, hogy Vije A - a
digraf i-edik csom6pontjabdl j-be mennyi folyamot tudunk még atkiildeni az

(i, ) (G, 1) élek felhaszndldsaval.

rp=ky=fytfi =l
r; =0 akkor és csak akkor ha k; = f és f, =1,.

A szabad kapacitds hdlézatot a maximalis folyam feladat megoldédsara szolgélé algoritmusban
hasznaljuk.

Feladat: keresend6 olyan v folyam érték, hogy

v’ maximalis, feltéve, hogy

v,hai=s
D> fi-D. fi=1b,,haie N\s,t
veAIEA -v,hai=t
l; < f; <k, VijeA

A feladat megoldasa két 1épcsOben torténik. El0szor megengedett megoldést keresiink. Ehhez a

halézatot cirkuldciéva alakitjuk egy 1j (t,s) él bevezetésével, amelynek als6 kapacitasa 0, felso
kapacitdsa végtelen. Ezutdn vezessiik be a f,j = f; —1; 20 folyamot. A feltételi halmaz ekkor a
kovetkezOképpen alakul.

Z(f,, +l,<j)- Z(f,/ +lji)=bi,haie N

ijeA jieA

Atrendezés utan kapjuk, hogy

thj - Zfz/ :bi _Zlij + lei =b;,haie N
ijeA jieA ije A jieA

0< f; <k, =1, =k; , VijeA.

lj 9
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Példa: Eredeti hdl6 az als¢ felso kapacitdsokkal.

L. fazis.
Keresend6 maximalis folyam s-bdl t-be az alabbi halon.

A transzformadlt hdl6zaton kapott maximadlis folyam, az els6 fazis megoldasa lathat6 a kovetkezo
abran:
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Az eredeti feladat egy megengedett megoldésa:

2. fazis a megengedett megoldasbol kiindulva keressiink egy optimalis megoldast.
Keresend6 maximalis folyam az alabbi halon:
(a hal6 szabad kapacitésait a k + az els6 fazis megengedett folyam értékeibdl szdmolhatjuk ki)

A 2. fazis egy optimélis megolddsa a szabad kapacitds hdlézaton dbrazolva a kovetkezd abran
lathaté (mér nincs noveld tt 1-bdl 4-be).

BME Epitéskivitelezési Tanszék 23 Minden jog fenntartva



Dontéstdmogaté mddszerek Dr. Mélyusz Levente

A minimalis vagas S(1,3) és a T(2,4) halmazokat valasztja el.
A maximalis folyam ért€ke 3, amely az 1-3-4 uton viheto at.
Az eredeti feladatban a maximélis folyam és a minimdlis vigds értéke is 9.

Feladatok:

1. Van 3 épitési munkahely. Minden munkahelyen napi 3 miiszakban folyhat a munka. Ismert,
hogy naponta dtlagban minimalisan mennyi ember sziikséges az egyes munkahelyeken. Az 1.mh:
15 £6; 2.mh. 21f6; 3.mh. 21 f6. Tudjuk tovabb4a, hogy miliszakonként maximum mennyi ember all
rendelkezésiinkre. Végiil adott az aldbbi tablazat, amely megmutatja, hogy munkahelyenként és
az egyes milszakokban dolgoz6 emberek szdma milyen minimalis és maximalis értékek kozott
véltozhat.

1. muszak 2. muszak 3. miiszak
1. munkahely 7,9 7,21 6,21
2. munkahely 4,8 5,19 5,25
3. munkahely 5,12 6,14 3,24

Hatarozzuk meg maximalis folyam algoritmussal, hogy mi az a minimalis 1étszam, amely
megfelel a fenti kovetelményeknek.
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8. Konig feladat

Konig Dénes (1884-1944)

Feladat: Adott I}, I, ..., I, személy (munkés) és Ji, Jo, ..., J, munka (m<n). Mindegyik személy
valamilyen munkdkra van kvalifikédlva. Ezt célszerlien a Q=(ay;) dgynevezett kvalifikdcids
madtrixba szoktuk dsszefoglalni, ahol oi=1, ha I; személy ért a J; munkahoz, masként o;=0.
A feladat annak eldontése, hogy kaphat-e minden ember munkat , feltéve, hogy minden személy
olyan munkat végezzen, amihez ért €s egy munkéra csak egy személyt rendeljiink tovabba egy
munkds csak egy munkat lathat el.
Munkds : P = {I;, L} IIPlI=2
Munka : J(P) = {J1, Jo, J3} I, Pll=3
Tétel:
Adott kvalifikdciés matrix esetén az alabbi két allitds koziil az egyik igaz:

1., minden munkast el tudunk latni munkaval

2., 1étezik a munkésoknak egy olyan részhalmaza (P), hogy a P szdmossaga
nagyobb, mint az éltaluk elvégezheté munkdk szamossaga.

PI>NI (P)II

Bizonyités: a feladat egy maximalis folyamfeladatta fogalmazhaté at.
Készitsiik el a folyamhal6zatot n + m + 2 csuiccsal az aldbbiak szerint
Legyen k(s, I;) = 1, minden i-re,
K{Jj, t) = 1, minden j-re,
K(I;, Jj) = oo, ha I; személy alkalmas a J; munkdra, minden mas kapacités legyen nulla.

Keressiink max. folyamot:

1., ha a max folyam értéke m, akkor minden munkdsnak van munkdja

2., ha a max folyam m-nél kisebb; legyen az (S, T) minimélis vagas. Mivel a folyamérték
kisebb, mint m, dgy k(S, T) < m. Minimadlis vagaskor telitettek az élek, tehat o kapacitdsa él nem
lehet a vagasban. Tovabba nem lehet a vadgasban visszafelé olyan él sem, amelyen folyam folyik,
mert akkor a szabad kapacitds hdlézatban ugyanezen csomépontok kozotti vagasban 1€vo él
szabad kapacitdsa nem O lenne. A vagds kapacitdsa m — p + r <m igy p > r. Ez az igazolni kivant
egyenldtlenség, IIPIl > IIJ(P)II

Példa:
Legyen adott az aldbbi kvalifikdciés matrix és hatarozzunk meg egy hozzarendelést.
Kiindulas: Készitsiink el egy kezdeti hozzarendelést. Jeloljiik ezt korokkel.

Feladat:
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9. Futoszalag modell:

A futészalag modell a Konig feladat egy altalanositasa.

Feladat: Adott I}, L, ..., I, személy (munkés) és Ji, J», ..., J, munka (m<n). Mindegyik személy
valamilyen munkédkra van kvalifikdlva. Ezt célszerlien a Q=(coj) ugynevezett kvalifikdcios
matrixba szoktuk dsszefoglalni, ahol oi=1, ha I; személy ért a J; munkahoz, masként o;;=0.
Adottak tovabbd a T; = 0 (i=1,...m) (j=1,...n) nem negativ egész szdimok, amelyek azt az idot
jelentik, amennyi id6 alatt az I; munkds a J; munkahelyi feladatot elldtja. Valamely hozzéarendelés
esetén a futdszalag sebességét az hatdrozza meg, hogy mennyi a leghosszabb ideig dolgozé
munkds munkaideje.

A feladat annak eldontése, hogy kaphat-e minden ember munkat , feltéve, hogy minden személy
olyan munkat végezzen, amihez ért s egy munkéra csak egy személyt rendeljiink tovabba egy
munkds csak egy munkat lathat el.

Célunk olyan hozzéirendelés megvaldsitisa, amelynél a leghosszabb ideig dolgozé munkds
munkaideje minimalis.

Példa:
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10. Altalanos Konig feladat (foldszallitasi feladat):

Legyenek adottak az I....I,, foldnyer6 helyek melyek kapacitdsa .... és a J.... J, épitési
foldleraké helyek, amelyek kapacitdsa ..... A koltségeket figyelembe véve adott egy
elfogadhat6sagi matrix, amelynek (i,j) celldjaban x 4ll, ha a szdllitds az i-edik helyrdl a j-edik
helyre elfogadhat6. Ha P D I a foldnyerd helyek tetszdleges részhalmaza, akkor ezen foldnyerd
helyekrdl elfogadhat6 koltséggel elérhetd foldlerakéd helyek halmazaR = J(P) c J .

Feltessziik, hogy ZCL; < z B,

i=1 j=1

Feladat: Dontsiik el, hogy a fold elszéllithat6-e az adott helyekrdl az elfogadhat6 foldlerako
helyekre €s adjunk egy lehetséges szallitasi politikat.

Az éltalanos Konig feladat megoldhatésdgéara vonatkozik az aldbbi tétel:
Tétel: Adott kvalifikdcids matrix esetén az alabbi két allitas koziil az egyik és csak az egyik igaz.

1., minden foldet el tudunk szallitani az elfogadhato to6ldnyerd helyekre. Max folyam S — T =
>, ha kisebb

2., 1étezik a foldnyerd helyeknek egy olyan P D I részhalmaza, hogy az elhelyezni kivant fold
mennyisége nagyobb mint az elfogadhat6 foldlerako helyek kapacitasa.
[Plle, > 1T (P)llg

Ya> > p

ieP ieJ(P)

Bizonyitas:
Konstrudljunk egy m+n+2 csoméponti hdlézatot a kovetkezoképpen.

Keressiink maximadlis folyamot s-bdl t-be.

1., Ha a maximalis folyam Za; , akkor a tétel elso allitasa igaz.
ieP

2., Ha a maximalis folyam kisebb mint Za,. , akkor a min vagas értéke

ieP
PEDW AW ACHW AP WA
ieP ieR ieP ieP ieP
> h<Ya
i€R ieP

Feladatok:

1. Az On feladata villalkozok kivalasztdsa adott munkdra. A vallalkozék minden feltételnek
megfelelnek amelyet az ajanlatkérd eloirt szamukra. ... vallalkozo6t kell ... munkdhoz rendelni.
Allitson fel modellt a kovetkez6 feltételekkel:

a., Egy véllalkoz6 csak egy munkét kaphat meg.
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b., Egy véllalkoz6 tobb munkét is megkaphat.
c., Egy véllalkozo tobb munkat is elnyerhet de egy munkat maximum 2 véllalkozé végezhet.

11. Altalanos sziik keresztmetszet feladat:

Legyenek adottak az I;...I;....I, foldnyerd helyek melyek kapacitdsa .... és a J;...J;.... J, épitési
foldlerak6 helyek, amelyek kapacitdsa ..... A koltségeket figyelembe véve adott egy
elfogadhat6sdgi matrix, amelynek (i,j) celldjaban x 4ll, ha a szdllitds az i-edik helyrdl a j-edik
helyre elfogadhat6. Ha P S I a foldnyerd helyek tetszoleges részhalmaza, akkor ezen foldnyerd
helyekrdl elfogadhaté koltséggel elérhetd foldlerakd helyek halmazaR = J(P) c J .

Feltessziik, hogy ZCL; < z B,

i=1 j=1

Adottak még a T; 2 0(=1,...,m) (j=1,...,n) értékek, amelyek a I helyrdl a J helyre torténd
szallitas idejét jelolik.

Feladat: Dontsiik el, hogy a fold elszéllithat6-e az adott helyekrdl az elfogadhat6 foldlerakéd
helyekre €s adjunk egy olyan lehetséges szallitdsi politikat, amelyre a maximélis T minimalis.

Feladatok

1. Egy vallalkozénak egyszerre 6t épitési munkahely betonsziikségletét kell kielégiteni 5
betongyartd felhasznaldsdval. Ismert a gyartok kapacitdsa €s a betonigény az egyes
munkahelyeken. Honnan érdemes rendelni a betont, hogy a lehetd leghamarabb a munkahelyre
keriiljon a beton?

2. Adott 4 darab foldnyerdhely és 5 darab foldlerakdhely, tovdbba a kinyerhet6 €s a lerakhat6
foldmennyisége. (Az adott géplanc fiiggvényében.). Adott tovabbd az az iddsziikséglet ami két
hely kozotti 6sszdllitasi id6t mutatja. Allapitsuk meg, hogy honnan hova érdemes a foldet
széllitani, ha a lehet6 legkevesebb id6 alatt és koltséggel szeretnénk ezt megvaldsitani.

3. Egy szallit6 véllalkozas azt a feladatot kapja, hogy 4 munkahelyekrdl 5 foldlerakéhelyre
széllitson anyagokat. A koltségminimalizélds érdekében tigy szeretné megoldani a feladatot, hogy
mindig a lehetd legkozelebb 1évo lerakohelyre szdllitana. Adott a munkahelyeken idéegység alatt
kitermelendd fold €s a lerakohelyeken iddegység alatt bedolgozhat6 foldmennyiség. Tovabbi a
szallitasi tdvolsdgok. Honnan hova szallitsunk?
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12. Minimalis koltségii folyam feladat

Primal feladat:
Adott a;,,b. Ci- Keresendo az [N,A k,] halozaton értelmezet fU ,Vije A folyam, amelyre

g7

S f-Sf, =d Vie Ni#lizt

ijeA ijeA
0< f, <k, Vije A

Zaij Jf;; minimalis.
jeA

Dual feladat.

Adott az [N,A] terviitem halo és az aij,bij 'y Vij e A -ra nemnegativ egész értékek.

Keresendd azon u,,Vie N -re és 7,

ij?

Vije A-ra, ahol

W=l —z;<a; Vije A

g ()
z; 20 Vije A

max Zdi,ui - Zkljzij maximalis

ieN ije A

Lemma: Minden (*)-ot — a primél feladat feltételeit- teljesitd p és T valamint az N,k hal6zaton
értelmezett tetszOleges f folyamra, melynek értéke v teljesiil az aldbbi egyenlotlenség.

Zdnu; _ZkijZij < Zaijfij

ieN ijeA ijeA

Bizonyitas:
Sditt, =Y kyz, S ditt =3 f 1~ a)=
ieN ijeA ieN ijeA
=2 du; =2 f; (/lj —,ui)+ D fiay =2 fiay

ieN ije A ije A ije A
Zfij(ﬂj _:ui): ZﬂjZ(f,/ _fji): Zdnui
ijeA JjeN ijeA ieN

Ezzel bizonyitast befejeztiik.

Kovetkezmény: Ha egyenléség all fenn, akkor a célfiiggvények optimalisak.
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Optimalitasi Kritérium:
Az egyenlOség fennalldsanak elégséges feltétele, hogy 1étezzen olyan folyam, amelyre:

1°Ha k, > f,; >0 akkor u, —u, —a, =0
2° Ha z; >0 akkor f; =k;
3% Ha z; >0 akkor f; <¢;

Alkalmazasi példak:

Villalkozo feladata (Prager 1957)

Egy vallalkozénak a kovetkezo feladatot kell megoldania. Minden T idészakban vasarolhat,
eladhat, vagy megtarthat drukat a kovetkezok szerint. Minden i-edik idépontban legfeljebb ai
egységet vehet az arubdl bi egységet tarthat a kovetkezd periddusra és el kell adnia ci darabot.
Feltéve, hogy pi, wi, €s si jeloli az egységnyi koltségeket az i-edik idépontban milyen vételi-
eladasi politikat kell kovetnie a vallalkozénak, hogy maximalizalja a bevételét a T periddus alatt?
Legyen T=4.

Szadllitasi feladat

Van 4 téglagydr és 5 épitdanyag kereskedd. Ismert a széllitasi kapacitasok és koltségek. Keressiik
a minimdlis koltségii szallitasi politikat.

Téglagydrak szdllitdsi feladata (gydrtds elosztasi modell)

Van 3 téglagyar. Mindegyik ugyanazt a terméket gydrtja. Van 4 épitdanyag kereskedd. Ismert a
kereskedOk jovo évi téglaigénye, a téglagyartds koltsége és maximalis kapacitdsa termékenként
tovabba a szallitasi koltségek és kapacitdsok minden viszonylatban. A téglagyér koltsége a tégla
eljuttatasa a keresked6khoz. Konstrudlja meg azt a modellt, amelyik vélaszt ad a kdvetkezd
kérdésre:

Mi a minimalis koltségl szallitas, amely kielégiti az igényeket?

Megoldas: Rajzoljon fel egy hdlézatot, amelyben a csomépontok a gyarakat, a adott gyar adott
modelljeit, adott keresked6 adott modelljeit és a kereskeddket jeloli. A gyaraktdl az adott gyar
adott modelljéig vezetd €lek a gyartasi kapacitast és koltségeket jelolik, a az adott gyar adott
modellje csomépontbdl az adott kereskedd adott modelljéig vezetd élek a szallitdsi kapacitdst €s
koltségeket, mig az adott kereskedd adott modelljétdl a kereskedot jelold csomopontig vezetd €l a
keresked6 igényeit jeloli.

Ugyanaz a feladat mint el6bb de minden téglagyar ugyanazt a 2-2 terméket gyartja.
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13. A Koltségtervezési ,.time-cost trade-off”’ feladat hurokmentes halon

Tegyiik fel, hogy terviitem halonk hurokmentes.

A koltségtervezési  feladatban a hdlé pontjai eseményeket, az élek valodi- és
latszattevékenységeket vagy kapcsolatokat jelolnek. Valodi tevékenység esetén — ekkor,,a” és ,,b”
nemnegativak - a tevékenység elvégzésének normdl idejét ,,b” illetve roham idejét ,,a” jeloll,
» T 7 pedig a tevékenységidot. Jelolje egy tevékenységre a ,,b” idotartamhoz rendelt koltséget K,
az ,,a” idohoz tartozzon K, A koltségfiiggvényrol tegyiik fel, hogy linedris, meredeksége ,,-c¢”
K, - K

—¢;, ahol ¢; 20 azaz %aa =tgax=—c. Ekkor egy adott tevékenységidéhoz ,,t ”-hoz
tartozo koltség K, +(b—7)c. A koltség a normdl idonél a legkisebb a rohamidonél a legnagyobb
és kozben linedrisan vdltozik. Ha ,,a” és ,,b” negativak, tehdt nem valodi tevékenységet jelolnek,
akkor c=0.

A
koltség

Kj

e

CcT

Tevékenység id6

Primal feladat (a kivitelez6 feladata).

Adott az [N,A] terviitem halo és az a; ,b,.j 'y Vij e A -ra nemnegativ egész értékek.

Keresendd azon u,,Vie N -re és TU,Vij € A-ra, ahol
T, SU;—M VijEA

T, <b;, Vije A
T, 2a; Vije A

()

#, =0
M =D P .. 1y 2 e e e ( _ )
! €és az Osszkoltség minimalis, azaz z K, —c,7;) vagy max
ijeA
26T -
ijeA

A fenti feladathoz rendelhetd a kovetkezd ugynevezett dudl feladat.

Tekintsiik az [N,A k] hal6zatot, ahol, kl.j, Vij € A -ratetszéleges nemnegativ egész.
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Dual feladat (Munkaerd kozvetito feladata):
Keresendo az [N,A k] hal6zaton értelmezet fU ,Vije A folyam, amelyre

N fi-> f,=0Vie Ni#li#t

ijeA ije A

pv+ Z(cu - Jy )blj - Z(fij —cy )alj minimalis.
ijeA ijeA
f,j<c,j fi,»>c,j

-ahol v a folyam értéke.

Megjegyzés: A dudl egy lehetséges interpreticidja a kovetkezd. Egy munkaerd kozvetitd
vallalkozé munkaer6t biztosit a gyorsitdshoz. A munkdsokat p napon keresztiil folyamatosan kell
foglalkoztatni. A napi munkéslétszdmot jelolje v. Ha a gyorsitdshoz egy tevékenységen
szikkséges munkdsszam, azaz c;;, nagyobb mint ami rendelkezésiinkre all, fj;, akkor ujabb
embereket kell bérbe venni, a vallalkoz6 eldzetes szdmitdsai szerint by napig. Ellenkezd esetben a
véllalkozo bérbe adja a munkasait a;; napig.

A két feladat kozotti kapcsolatot mutatja meg a kovetkezd lemma.

Lemma: Minden (*)-ot — a primél feladat feltételeit- teljesitd p €s T valamint az N,k hal6zaton
értelmezett tetszOleges f folyamra, melynek értéke v teljesiil az aldbbi egyenltlenség.

zcijffj <pv+ Z(C,'j _fij)bij - z(fu _Cii)aii

ijeA je A ijeA
f/-j <c; ﬂ/ >c;;

ahol v az f folyam értéke (a start csomdpontbdl kifolyd folyamok 6sszege).

Bizonyitas:
Yeyry = 2l re, = fle+ 20 =0 —e, ), =
v l;cf?‘v ?5;4‘}7'
D fiTy+ Z(Cz:i —Ji )Tz:i - Z(fu —Cy )Tz:i <
ijeA ijeA ijeA
Ji<cy fy>cy
< (u, —ui)+'z (c;—1,)by -3 (£, ¢, )a
ahol
A (T TR ST Y A o E TR Ea TR
iicA N ikA

Ezzel bizonyitast befejeztiik.

Kovetkezmény: Ha egyenldség 4ll fenn, akkor a célfiiggvények optimalisak.
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Optimalitasi kritérium:
Az egyenlOség fennalldsanak elégséges feltétele, hogy 1étezzen olyan folyam, amelyre:

1°Ha 7, <u, -, akkor f,; =0
2" Ha 7; <b; akkor f, >c;,

0
3"Ha 7, >a; akkor f, <c;

Kritikusnak neveziink egy tevékenységet, ha 7, = u; — ;. Vegyiik észre, hogy folyam csak
kritikus tevékenységeken folyhat.

Eszrevétel:
1. A primdl feladat célfiiggvényének maximalizdldsa miatt optimalitds esetén T az aldbbi
értékeket veheti fel.

T, = minl,uj —U;,b;
2. A leghosszabb atfutéasi id6hoz tartoz6 optimalis megoldas, 7, =b;, f; =0,Vije A.

Az optimalitasi kritériumoknak megfelelden a kovetkezd osztalyokba sorolhatjuk az éleket.

Ar 1"teljesiil, (esetleg 3°is) 7, <u; -, f;=0
An 2°¢s3° teljesil,  a; <7, <b;.T,=p, -4 f;=c,
Am  csak 2’ teljesiil, T, <b;, T, =p,—f,=a; [;=2c;
A csak 3° teljesiil, a; <t,;,T, =M, —H,=b;, [, <c,
Av  egyik semteljesil, 7, =a,=b; =1, — L, f; 20

Lemma: Ha valamely p-re 1étezik optimalis W ,7, f akkor vagy 1étezik p*<p amelyre van
optimdlis u* ,t*, f* megoldds vagy p a legkisebb érték amelyre a feladat megoldhatd.

Bizonyitas: ’
Készitsiik el az aldbbi [N,A ,r] szabad kapacitds hal6zatot, ahol A’ olyan kibovités A-nak, hogy
ha ije A akkor legyen jie A .

El csoport Kapacitds az ije A |Kapacitds a ji €len (ji nem
élen tartozik A-ba!)

ije Ay r, =0, r; =

ijEAH rij:O, rﬁ=0

ijEAIH rijzoo, rﬁz ij_cij

jj€ Ay ry =cy — Iy i =1

jj€Av = i =ty

A tobbi él kapacitdsa legyen 0.
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Keressiink maximaélis folyamot az elébb definidlt hdl6zaton. Legyen a maximdlis folyam g a
minimalis vagas (S,7T).

Legyen f; =g, t[f;- [;»Vij€ A. Akapacitisok megvalasztasa miatt f* tovabbra is megfelel az
optimalitasi kritériumoknak.

Ha g végtelen, akkor van olyan ut s-bdl t-be, amelyen minden él vagy az Ay vagy az Ay
csoportba tartozik, tehat azon az uton minden 7, =a;, igy p a legkisebb érték (atfutasi 1d6)
amelyre a feladat megoldhato.

Ha g véges, akkor a vdgasban 1év0 élek telitettek, azaz a vagisban vagy f”* =0vagy f; =cy
ahol ije (S,T). A vagasban csak Ay, Ay, Ay tipusd élek lehetnek, mert ezek kapacitdsa
korldtos. A vagdsban visszafelé barmilyen kapacitisi ¢él lehet. Vizsgdljuk meg a
folyaminformaciok segitségével, hogy a vagéasban 1év0 €s a viagasban visszafelé 1€vo élek milyen
élcsoportba keriilhetnek az optimalitasi kritériumok betartdsaval, ha valtoznak a T halmazban a
potencial értékek.

Ekkor egy élen a folyam vagy 0 vagy c.

Viégasban 1évo élek ie S, je T,ije A,.

Al T, <p -, T, =by, f; =0

Ha 4, kisebb lesz, akkor vagy Ajmarad az €l, vagy addig csokkenhet, amig
Ay tipusti nem lesz, ekkorz, =y, — g1, =b;, f,; <c;

vagy ha ¢; =0 akkor tovdbbi csokkenésre lehet Ay tipusi a, <7, <b,,7, =i, — JL;,
fi =¢; =0
végiil ha ¢, =08és a,; =b, akkor lehet Ay tipust, ekkorz, = u; — u, =a, =b, f; 20.
A maximalis csokkenés tetszOleges c-re, minden vagisban 1évd A; tipusu élt figyelembe
véve o, = min (,uj — U, —bl.j)

ieS,jeT
ijeA;

Ay tipust él esetén a; <tT; =M; —}; < bij,

My < Mjre Ty =p; = <by,

ha most 7, >a, akkor az él Ay tipusd, ha 7,

G = akkor Ay tipusu lesz az él. A folyamérték

*

fi = Cy
. P .. L . *
A maximadlis csokkenés J, = min (,u - U, —ar)
icS,jeT * J v
ije Ay

Ha a vdgdsban Ay tipusd €l van:a; <7, =b; = i; — i, akkor
egy My <pjre Ty =y = p <by,

ha most 7, >a, akkor az él Ay tipusd, ha 7, =a, akkor Ay tipusi lesz az él. A
folyamérték f, =c;.

A maximalis csokkenés &, = iergg(,ttj - U, —aij)
ije Ay

BME Epitéskivitelezési Tanszék 34 Minden jog fenntartva



Dontéstdmogaté mddszerek Dr. Mélyusz Levente

A vagasban visszafelé barmilyen €l lehet. Ekkor ie T, je S,ije A és a potencidlértékek a
kovetkezOképpen valtoznak

Aj tipusu €l Aj tipusd marad

An, a; <tT; =4; —U; <b;
TetszOleges i, < p, -re (ekkor T; nohet !) az aldbbi lehetséges élosztalyok adédnak
Haa, <7, =, —; < b,:,., akkor az él Ay tipusd marad f” <S¢
Ha a; <tT; =l;—U; = bU akkor az él Ay osztdlyba tartozik;
Ha c; = 0, és a; <T; <U;—M;, T; = bij akkor Ajtipusu lesz az €l.
A maximalis csokkenés tetszéleges c-re d,, = J‘;lins(b,.j - U+ ,u,.)
ieT, je k
i<y
Am T, =M, — M, =a,; <b;, f; 2c;. EKkor a vagasban egy f; —c; kapacitasu, telitett €l van,
tehdt az 4j folyam érték a vagdsban visszamend Ay €len f; = f, +g, = f, — f; +¢; =¢; lesz.
TetszOleges i, < p, -re (ekkor T; nohet !) az aldbbi lehetséges élosztalyok adédnak
Haa;, <7, =, —; < b,:,., akkor az él Ay tipusd marad f” =Cy5
Ha a; <7, =y, -y, =b; akkor az €l Ay osztalyba tartozik; f,; <c,
Ha C; =0, és a; <Ty <WU;—U;,T; =bij akkor Ajtipust lesz az €l fU =0.

A maximalis csokkenés &, = ignigs(bij —U;+ ,ul.)
ije Ay

A vagasban visszamend Ay vagy Ay tipusu €l A tipusu lesz, ha a g, csokken.

Most csokkentsiik a potenciédlértékeket ugy, hogy a folyamértékek valtozatlanok maradnak és az
optimalitdsi kritérium tovabbra is teljesiil.

5:: min(51’52’54’§v2’ v3)

ahol d biztosan pozitiv mennyiség.

Legyenek az uj potencidl értékek a kovetezok szerint megvalasztva.

U =, haies,

U =p,—A, haieT,

ahol 1=0,1,2,...,0

illetve 7, := minLuj —i..b, .

Ay, 7', f" értékek az optimalitdsi kritériumot kielégitik.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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Példak

1. Példa: Hatdrozzuk meg az alabbi terviitem halon a minden lehetséges atfutdsi idore a minimalis
koltségli megoldast.

Kiindul6 értékek:
kezdeti folyam f=0,

1. iter4cids 1épés:
Elek osztdlyozésa: szabad kapacitds

P2
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g folyam és a minimélis vag4s f* folyam

0, =11-0-6=5

0,, =16-5-3=8

0,, =11-5-3=3

0=3

Az 4j tevékenységidok és potencidlértékek meghatarozésa.

5

A koltség novekedés: 3c,, =3 egység.
2. iteracid

Elek osztalyozésa: szabad kapacitas

ey
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g folyam és a minimaélis vagas

Dr. Mélyusz Levente

f* folyam

A koltség novekedés: 3c,; +2¢,;, =3+6=9 egység.

3. iteracio

Elek osztalyozésa:

ey

BME Epitéskivitelezési Tanszék
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g folyam és a minimaélis vagas f* folyam

0, =11-3-3=5

0, =11-6-3=2

0=2

Az 1) tevékenységidok és potencidlértékek meghatdrozasa.
3

A koltség novekedés: 3c,, +2¢,; +2¢,, =3+6+6 =15 egység.

4. iteracio

Elek osztilyozdsa: szabad kapacitas

ey
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g folyam és a minimélis vag4s f* folyam

A koltség novekedés: 3c,, +2¢,; +2¢,, +1c,, =3+6+6+3 =18 egység.

5. iteracio:

Elek osztilyozdsa: szabad kapacitas
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g folyam végtelen a pl-p2-p3-p4 uton minden tevékenységidd minimalis, igy 8 nap az elérhetd
minimdlis 4tfutdsi idd.

P2

2. Példa: Hatdrozzuk meg az alabbi terviitem halon a minden lehetséges atfutdsi idore a minimalis
koltségli megoldast.

Kiindul6 értékek:
kezdeti folyam f=0,
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1. iter4cids 1épés

Elek osztilyozisa: szabad kapacitas

g folyam és a minimélis vag4s f* folyam

A koltség novekedés: c,; =1 egység.
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Az iteracid 2. 1épése

Elek osztalyozésa: szabad kapacitas

o8

g folyam és a minimaélis vagas f* folyam

A koltség novekedés: ¢,y +¢; =1+1=2 egység.

BME Epitéskivitelezési Tanszék 43 Minden jog fenntartva



Dontéstamogaté modszerek Dr. Malyusz Levente

Az iteracid 3. 1épése

Elek osztalyozésa: szabad kapacitas

o8

g folyam és a minimaélis vagas f* folyam

A koltség novekedés: ¢y, +c¢; +c;, =1+1+3 =5 egység.
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4. iter4cids 1épés

Elek osztilyozisa: szabad kapacitas

o8

g folyam és a minimélis vag4s f* folyam

A koltség novekedés: ¢y, +cj5 + ¢y +c, +¢3 =1+1+3+3+1=9 egység.
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5. 1épés

Elek osztalyozésa: szabad kapacitas

ﬁ’) ﬁ% EQQ
Il |
~J
| |
[\S 2NN\
| |
[\
1T
W

A koltség novekedés: ¢,y +c¢; +¢y, +p, 3 +3¢y, +3cy, =1+1+3+3+1+3+9 =21 egység.
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6. 1épés

Elek osztalyozésa: szabad kapacitas

0,=2-0-1=1

0, =4-2-1=1

A visszamend IIL tipusi (3,4)e A élend,, =2-2+2=2
o0=1

A koltség novekedés: ¢y, +c5 + ¢, +¢), + ¢35 +3¢,, +3¢y, 3y =1+14+3+3+1+3+9+3=24
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7. 1épés
Elek osztalyozasa: szabad kapacitas

A g folyam végtelen ezért a minimalis atfutdsi id6 4 nap.
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14. A koltségtervezési feladat megoldasa a csak minimalis kapcsolatokat tartalmazé
MPM halo

Minden tevékenységre igaz, hogy 7, = u; — 4, (itt i és j rendre egy tevékenység kezdete és
vége), valamint kiillonbozd tevékenységek kezdete €s befejezte kozott tovdbbi kapcsolatokat
adhatunk meg, azaz 7, < 4, — 4, , ahol i és j két kiilonboz0 tevékenység kezdete vagy vége.

Abrézolasban ez azt jelenti, hogy minden tevékenységet 2 csoméponttal és a koztik 16vé két
nyillal dbrdzolunk.

5
1B 2B
A A
5 5 7 7
2
1K 2B

A terviitem héld, a tovdbbiakban réviden csak héld, pontjai eseményeket az élek tevékenységeket
jelentenek. Adottak a hal6 €leihez rendelt a; és b, egész szamok,' amelyekre feltessziik hogy

a; < b, tovabba vagy mindkettd pozitiv, vagy mindkettd negativ
valamint az a koltségtényezd c; 20, amely egy tevékenység felgyorsitdséhoz sziikséges

erforrds mennyisége. Jelolje a tevékenységidot 7, .
Jeloléseink kozotti kapcsolatot szemlélteti a kovetkezd dbra.

A
koltség

Kij
/v

CcT

>
Tevékenység id6

a T b

Tovabba, ha b; negativ, akkor legyen ¢; =0.

' Ha a; €s b; nemnegativak akkor jelentésiik szerint a tevékenység id6 elvégzésének normal
ideje b; illetve roham ideje a;
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Primal feladat (a kivitelez6 feladata).
Adott az [N,A] terviitem halé és halo éleihez rendelt a

nemnegativ egész értékek.

by egész € c¢; 20,Vije A-ra

Keresendd azon u,,Vie N -re és TU,Vij € A-ra, ahol
T, SU;— M ViEA

T, <b; Vije A

T, 2a; Vije A

#, =0
H, =0
és az Osszkoltség minimalis, azaz z (K i —CiTy ) vagy max ZCU. T -

ijeA ijeA

Megjegyzés: Az, hogy egy ij tevékenységre a, <y, —u, <b, fenndlljon, elegendd az
a,,b,

[/

Ty SM,—M;, —b; =b, <7, <a, =—a;; teljesiiljenek. Tovabba, ha ¢; >0 akkor a célfiggvény

a;,b, paramétercket dgy megadni, hogy 7, <y, -4, a,;<7;<b;; Iilletve

Ji?

optimumét a minden ij-re 7, =min(b;,4; —4,;) helyen veszi fel, azaz minden tevékenységre
T, =M, — 4, teljesil (nem minden ij €l tevékenység), illetve ha ¢, =0, akkor 7, tetszbleges,

tehat ugy valaszthato, hogy 7, = i, — 4, teljesiiljon.

A fenti feladathoz rendelhetd a kovetkez6 dgynevezett dudl feladat.

Tekintsiik az [N k] halozatot, amely olyan, hogy k; =oo, ha Vije A és 0 egyébkeént.
Dual feladat (Munkaerd kozvetito feladata):

Keresendo az [N,k] halézaton értelmezet fl.j ,Vije A folyam, amelyre

S fi-> f;=0Vie Ni#li#t

jeA ije A

pv+ Z (Cl, — /i )b,, - Z(f,j - ¢ )au minimalis.
jeA ijeA
Jij<cij fi>cii

Megjegyzés: A dudl egy lehetséges interpreticidja a kovetkezd. Egy munkaerd kozvetitd
vallalkozé munkaer6t biztosit a gyorsitdshoz. A munkdsokat p napon keresztiil folyamatosan kell
foglalkoztatni. A napi munkéslétszdmot jelolje v. Ha a gyorsitdshoz egy tevékenységen
szikkséges munkdsszdm, azaz c;;, nagyobb mint ami rendelkezésiinkre 4ll, f;;, akkor ujabb
embereket kell bérbe venni, a vallalkoz6 eldzetes szdmitdsai szerint b napig. Ellenkezd esetben a
villalkoz6 bérbe adja a munkdsait a;; napig.

A két feladat kozotti kapcsolatot mutatja meg a kovetkez6 lemma.

Lemma: Minden (*)-ot — a primadl feladat feltételeit- teljesitd p és T valamint az N,k hal6zaton
értelmezett tetszOleges f folyamra, melynek értéke v teljesiil az alabbi egyenlotlenség.
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Yoy <spv 2le, £y = X e,y

ijeA ijeA ije A
Ti<ey Ti>ey

ahol v az f folyam értéke (a start csomépontbdl kifolyd folyamok 6sszege).

Bizonyitas:
ZCUTU = Z(-flj +C1j _fzj)T,'j + Z(flj —(fl _CU))TU =
ijeA ijeA ieA

fi<ey Fi>cy
2Ty Z(clf _fij)Tij - Z(fij _cij)Tij =
ijeA ije A ijeA

Jij<cij fi>cy
< Zfzj(/l,- _,Ui)"‘ Z(Cg —f )bi,- - Z(f,, —c; )al.j

ijeA ijeA ijeA
fi<ey fii>cy

ahol
zfzj(ﬂ,- _:ui): z'ujzflj(fii _fji)::ul(_v)"';urv
ijeA jeN ije A

Ezzel bizonyitast befejeztiik.

Dr. Mélyusz Levente

Kovetkezmény: Ha egyenldség 4ll fenn, akkor a célfiiggvények optimalisak.

Optimalitasi Kkritérium:

Az egyenlOség fennalldsanak elégséges feltétele, hogy 1étezzen olyan folyam, amelyre:

1°Ha 7, < pt; — pt; akkor f, =0
0
2"Ha 7; <b; akkor f, >¢;

0
3"Ha 7; > a,; akkor f, <c;

Kritikusnak neveziink egy tevékenységet vagy kapcsolatot, ha 7; = u; — 4,
folyam csak ilyen éleken folyhat.

Ha egy optimdlis megoldast ismeriink, akkor maximadlis folyam feladat megolddsaval
megkaphaté egy djabb optimdlis megoldds az elobbinél kisebb atfutdsi idére. De ha halonk
hurkot tartalmaz, akkor a megengedett megoldas 1étezése is kérdéses €s dltalaban egy kiindul6
optimdlis megolddshoz egy minimalis koltségli folyamfeladatot kell megoldanunk. Specidlis
esetben (pld. hurokmentes, csak minimélis kapcsolatokat tartalmazé MPM hald) azonban triviélis

a kiindul6 optimédlis megoldas.

. Vegyiik észre, hogy
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Eszrevétel:
1. A primdl feladat célfiiggvényének maximalizdldsa miatt az optimdlis T az aldbbi értékeket
veheti fel.

Ha b; >0 akkor 7; —mlnLU — U, b; J ha a; <0 akkorf —maxLu - H;»a;

2. Egy optimalis megoldas, 7, =b;, f; =0,Vije A

Az optimalitasi kritériumoknak megfelelden a kovetkezd osztalyokba sorolhatjuk az éleket.

Ay 1° teljesiil, (esetleg 3° is) T, <M= U Iy

An 2653 teljesil,  a, <7, <b,.T,=p,—p, f;=
Am  csak2’ teljesil, 7, <b,,T,=p,—p,=a;, f;=c
Arn  csak 30 teljesiil, a; <tT,;, T, =M, —H,=b; [, <c,
Av  egyik semteljesil, 7,=a,=b; =, — L, f; 20

Lemma: Ha valamely p-re 1étezik optimalis W ,7, f akkor vagy 1étezik p*<p amelyre van
optimalis u* ,t*, f* megoldds vagy p a legkisebb érték amelyre a feladat megoldhato.

Bizonyitas:

Készitsiik el az aldbbi [N,A ,r] szabad kapacitas halézatot, ahol A’ olyan kibdvités A-nak, hogy
ha ije A de ij¢ A akkor legyen jie A és ekkor r, =0 3

El csoport Kapacitds az ije A | Kapacitds a ji €élen (ji nem
élen biztos, hogy A-ba tartozik!)

ije A I =0, ri =0

ijEAH rij:O, rji:()

jje A Iy =, rp = f” - ¢y

jj€ Ay i =~ fy ri =1y

ijGAV r‘ij:oo, rﬁ: i

A tobbi él kapacitasa legyen 0.

Keressiink maximaélis folyamot az elébb definidlt hdl6zaton. Legyen a maximalis folyam g a
minimalis vagas (S,7T).

Legyen f*=g+ f. A kapacitdsok megvélasztdsa miatt f* tovdbbra is megfelel az optimalitdsi
kritériumoknak.

? Hurokmentes hdléban ez a leghosszabb atfutasi id0hoz tartozé minimalis koltségli megoldds. Ha
a hdléban hurok van, nem biztos, hogy ez a leghosszabb atfutdsi id6hoz tartozé megoldas.

3 Az igy kialakitott szabad kapacitds hdlozatban csak a minden egyes algoritmus lépésnek
megfeleld folyamnovekményeket dbrazoljuk. Ez egy igynevezett ,,residual network™.
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Ha g végtelen, akkor van olyan ut s-bdl t-be, amelyen minden él vagy az Ay vagy az Ay
csoportba tartozik, tehdt azon az uton minden 7, =a,, igy p a legkisebb érték (atfutdsi id6)
amelyre a feladat megoldhato.

Ha g véges, akkor a vagdsban 1évo élek telitettek, azaz a vagasban vagy f; =0vagy f; =cy
ahol ije (S,T). A vagasban csak Ay, Ay, Ay tipusd élek lehetnek, mert ezek kapacitdsa

korlatos. A vagasban visszafelé barmilyen kapacitisi ¢él lehet. Vizsgdljuk meg a
folyaminformaciok segitségével, hogy a vagasban 1évo és a vagasban visszafelé 1évo élek milyen
élcsoportba keriilhetnek az optimalitasi kritériumok betartdsaval, ha valtoznak a T halmazban a
potencial értékek.

Ekkor egy élen a folyam vagy 0 vagy c.

Viégasban 1évo élek ie S, je T,ije A,.
Végasban 1évo élek ie S, je T,ije A,.
Ar ( f”* =0): a maximdlis csokkenés tetszOleges c-re, minden vdgdsban 1év6 A; tipusu élt
figyelembe véve o, = '?inT(,uj — U, —b,.j)

A
A, Ay (f; =c¢;): amaximdlis csokkenés &, = lel’gliIElT(ﬂl — U, —ay )

ije Ay

A vagasban visszafelé barmilyen él lehet. Ekkor ie T, je S,ije A és a potencidlértékek a
kovetkezOképpen valtoznak.

Ar, Arv vagy Ay tipusu élek estén a csokkenés tetszéleges nagy lehet.

Aq, A élek esetén a maximadlis csokkenés tetszOleges c-red,, = min (b” -+ U )
V2 T, jes Y J !
ijeAy v Ay

A (t,s) €l az algoritmus folyaman mindig visszafelé mend Ay tipusu él lesz a vagasban. A
maximadlis csokkentés a (t,s) élen: b, —u +u, =0-0+p.

Most csokkentsiik a potencidlértékeket ugy, hogy a folyamértékek valtozatlanok maradnak és az
optimalitési kritérium tovabbra is teljesiil.

8 =min(5,,8,,6,.6,,.6,;)

ahol § biztosan pozitiv mennyiség.

Legyenek az dj potencidl értékek a kovetezok szerint megvalasztva.

i =, haies,

i =u —A, haieT,

ahol 1=0,1,2,....,0

illetve 7 = minly, - p1,,b, |-

A u', T, f értékek az optimalitasi kritériumot kielégitik.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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Példa

1. Példa: Hatarozzuk meg az alabbi terviitem halon minden lehetséges atfutasi idore a minimalis
koltségli megoldast.

a=1,b=1,c=0 a=1,b=1,c=0

: pa==Tey
A A A
a= a=- 1 O a= 1 a= 5
=- =5 =-10
b=10 b=-5 b=5 b=-1 §=10 E:-S
c=4 c=0 c=3 c=0 c=2 c=0
Pl P3 P5
a=1,b=1,c=0 a=1,b=1,c=0

Kiindul6 megoldas

10 11 17
1 1
P2 P4 @
A

10 -10 5 5 10 -10

6
1 1

f=0 minden élre.
Primadl célfiiggvény értéke:
D 0Ty = €Ty +C3yTay +C5Ts =40+15+20=75.
ijeA
A dudl célfiiggvény értéke:
pV+(c, = fi12)by, +(Cyy — f30)b5 +(C5s — fs6)bsg =0+40+15+20=75

Elek osztilyozésa
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\ I

P2 P4 @
A

vV 11 v 11 v 11

I v
P1 P3 @

szabad kapacitds hal6zat

o 0
P P4 @
A

g maximalis folyam, minimélis vagds
AN

2 AN
P2 P4 A @
AN
A A \\

AN
AN
AN
2 0 0 ) 2 N | 0
AN
AN
\\
0 ’4 2
@ (")
f* folyam
2 0
P2 P4 @
A A
2 0 0 2 2 0
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0, =17-11-1=5
O, =17-7-5=5

a vagasban visszafelé
Oy =—5-7T+17=5
0=5

Az 1j potencial értékek és tevékenységidok

10 11 12
1 1
P2 P4 @
A

10 -10 5 5 5 5

Primadl célfiiggvény értéke:

D 0Ty = CTyy +C3yTay + 5T =40+15+10=65.

ijeA

A dudl célfiiggvény értéke:

PV A+, = fi)byy +(Cyy = f1u)bsy = (foy =€)y — ([ =€)y = (fi5 = C35)a35 =
=24+204+15-2+10-2=065

2. iteraciods 1épés
Elek osztdlyozéasa (csak a vagasban 1évo élek valtozhattak !)

\ \%

D
A

vV 11 v 11 11 v

szabad kapacitds hdlozat (szaggatott vonallal jeloltem a csak a folyamszamitdshoz sziikséges
éleket)
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OOy
AT X
! |
! |
0] 0 0 11 lo

10

0, =10-0-5=5
0,=6-0-1=5

a vagasban visszafelé
0, =—5-0+10=5
0=5

az Uj potencidl értékek és tevékenység idok
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5 6 7

1 1
- P4 @
A

ZCKPZ'U =C,Ty 03Ty tC5Tse =20+15+10=45.

ijeA

A dudl célfiiggvény értéke:

PV H(C3y = [3)byy = ([ =€)y = (fi3 —Cp3)ayy — (fis = Cug)ys — (f35 —C35)a35 =
=28+15-4+10-2-2=45

3. iteracid

Elek osztilyozdsa (csak a vagdsban 1év6 élek valtozhattak !)
v v
P2 P4 @
A

11 v v 111 11 v

v \'%
szabad kapacitds hdlozat (szaggatott vonallal jeloltem a csak a folyamszamitdshoz sziikséges
éleket)
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Mivel a maximdlis folyam végtelen, ezért algoritmusunk ledll. 7 nap az elérhetd legrévidebb
atfutdsi ido.

2. Példa: Hatdrozzuk meg az alabbi terviitem halon a minden lehetséges atfutdsi idore a minimalis
koltségli megoldast.

a=1,b=1,c=0 a=1,b=1,6=0
- pu=tyy
A A A
a=10 a=-10 a=5 a=-10
== = 10 == 10
b=10 b=-10 b=10 b=-5 12;:10 12;:-10
c=4 c=0 c=3 c=0 c=2 c=0
Pl P3 P>
a=1,b=1,c=0 a=1,b=1,c=0

Kiindul6 megoldas
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