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Motivacio

Ezen tantargy keretein belll olyan modellek elmé&létterét és gyakorlati alkalmazasét
vizsgaljuk, amelyek az épipari beruhazas folyamatabardfelrdulé szituaciokban
hozzésegitik a mérndkot a valamilyen szempontbtingis dontés meghozatalaban. Mivel
az optimalis megoldas a gyakorlatban leginkabbrepd mérhét ezért altalaban a
bekerulési kdltséget szeretnénk minimalizalni vagyarhatd hasznot optimalizalni. Azonban
sok esetben a feladatok bonyolultsaga miatt a pénzjelenik meg kdzvetlenil a modellben,
csupan attételesen, példaul a projekt atfutastidiegresztiil.

Egy épitési beruhdzas soran tobbszor felmerlingladubi kérdések.
- Mekkora a beruhazas legrévidebb atfutasi i@eje
- Mekkora az adott atfutasiddoz tartozé minimalis kéltséignegoldas ?

Lakasépités soran felmeril a kérdés, hogy ki lesegcélzott vetkor és nekik mekkora
lakasokat épitstuink. A multbeli tapasztalatokra gzkadva jogosan védik fel a kérdés,
hogy van-e 6sszefliggés a Gkiir és a lakds paraméterei kozott. Erre a kérdésre
valaszolhatunk a sztochasztikus ftigégi modell segitségével.

Gyakori feladat egy beruhazéas soran, hogy tobkdebg, palyazat, kozul valasszunk. A
tobbtényeés értékelés a kivalasztashoz nyujt segitséget.

1. Jelolések és definiciok

Definicid: (,Digraf” iranyitott élhalmaz vagy haléz at): Jeldljon G=(N,A) egy iranyitott
grafot, ahol N csomépontok halmaza, A az élek hama
Jelen jegyzetben véges sok pontbdl allé grafolasi kz06.

Példaul:

Jelolések:

3
N (node): csomépontok halmaza
N={1,2,34

]
1 A (arc): élek halmaza
\O A ={(1,2)(1.3):24)(3.9.
2

Definicio: (Iranyitatlan élhalmazu graf és haldzat) Az
iranyitott élhalmazu grafhoz hasonléan definialjakzal a kilonbséggel, hogy ebben az
esetben, ha (i,j) A akkor (j,i) is |et@2l.

Példaul:

N (node): csomépontok halmaza
N={1,2,3,4

A (arc): élek halmaza
A ={(1,2);(1,3);(2,4);(3,4); (2,1); (3,1);(4,2):(4}3)

2/63 Minden jog fenntartva



Malyusz Levente, Dontéstamogaté Modszerek

Hurok él: Olyan él, amelynek keZ@s végpontja azonos.

Hurok élt (1,1) vagy keis élt (1,2) ; (1,2) nem engediink meg, de lehe?) (1(2,1).

Definicio6 ,séta, vonal, palya”: (at)
A séta egy olyan pontsorozat, amelyet élek kotresizé. A pontok isméitihetnek.

Definici6 ,at”: (egyszeii ut) (iranyitott ut, directed path)

Legyen [N,A] digraf, és legyen 4iN. Legyenxg X1, ...Xk-1, X, ---Xm[IN olyan pontsorozat,
melyre %=s , %=t €s (%1, Xxk) UA minden i =1, ...., m esetén. Ekkor azt mondjulgyhy,
X1, ..., Xn €S egy s-8l t-be vezed Ut. Az Ut jelblésére a P = (S5%4, ..., Xn=t) Szimbolumot
hasznaljuk. Olyan séta amelyben nincs két azonok po

Megjegyzem, hogy a fenti két definicio elnevezé&sikasos a zarojelbe tett
kifejezésekkel is. Ezek szerint egy pontsorozatelynek barmely két egymés utan kovetkez
tagja része az élhalmaznak ha tartalmaz isitésk, akkor utnak, ha nem tartalmaz
ismétbdést, akkor egyszéitnak nevezzik.

Minden egyszérut egyben Ut is illetve egy irdnyitott hal6zatblaa |étezik ut akkor
létezik egyszérut is.

A haldzati folyamok témakoér szakirodalomaban ardeibk, elnevezések igen
valtozatos format oltenek. Itt €és most igyekeztsakaannyi fogalmat definidlni amely a
meérnodki menedzsment feladataihoz szikséges.

Ut (walk) Egyszéf Gt (path)
1,2,1,3,4) (1, 3,4)

Definicio: (kor, ciklus, hurok)
Olyan séta, amelynek a kézéls végpontja azonos.

Definicio: (egyszefi vagy iranyitott, kor, ciklus, hurok)

P = (s=x, X4, ..., Xn=t) iranyitott Gt és a (t,s) él egyuitt.
Egyszeti (kor, ciklus, hurok), ha ezen kivil a pontsoroaathincs ismétidés.

3/63 Minden jog fenntartva



Malyusz Levente, Dontéstamogaté Modszerek

Minden egyszérhurok egyben hurok is illetve egy irdnyitott halilan, ha létezik hurok
akkor létezik egysz&hurok is

Definicio: ((S,T) Vagas)Legyen [N, A] digraf és osszuk az N ponthalmaz&aZ diszjunkt

(két halmaz metszete zérus) két nem Ures halmaaidjik (S, T) —vel azon élek 6sszességeét,
amelyek S-Bl indulnak és T -be érkeznek. Az (S, T) élhalmazfNy A] digraf (S, T)
vagasanakevezzik. Ha s[iN pontok olyanok, hogylsS és fIT, akkor azt mondjuk, hogy

(S, T) vagas az s, t pontokat elvalasztja. (Saggs : [(1, 3); (1, 2)]

Feltételezések:
- A bemerb paraméterek egész szamok.
- A hélozat tartalmaz iranyitott utat $ta G graf minden mas pontjaba.

Tervitem halo, (hald): Egy [N,A] digrafot tervitemhalonak nevezink, hiigk 1N
kezdspont és fIN végpont ugy, hogy barmelyIN-re van ut s-8l i-be és i-16l t-be.

Negativ hurok, zérus hurok, pozitiv hurok: Legyen adott az [N,A] halo és az éleihez
rendeltt; egész szam. Ha egy hurok éleihez rendelt szamigsteadva negativ szamot ,
zérust, pozitiv szamot kapunk, akkor hurkot neghtixoknak, zérus huroknak vagy pozitiv
huroknak nevezziik.

Nyilvanvald, hogy tervitem halé esetén a pozitivokunem megengedett, mert akkor a
leghosszabb at végtelen nagy lenne.

2. Ut, vagas eqy iranyitott élhalmazban

Vagas és ut dualitasi tétel (Minty):

Legyen [N, A] digraf és legyen $,)N. Ekkor az alabbi két allitas koztl csak az egyik
igaz.

Tétel

1. vagy van ut s-8l t-be vagy

2. vanolyan (S, T) vagas, amely Ures BSst1T

Bizonyitas: (konstruktiv)

Konstrualjuk meg az S halmazt a kdvetkezddon legyen(sS, és legyenjS, ha van
olyan (S, amelyrelij[JA. Tehat kezdetben az S halmaz alljon a s ponthajd kbvitsik az
S halmazt oly médon, hogy minden pontot, amelyaez jdnogy van él Séb T-be vonjuk be.
Az eljaras azzal ér véget, hogy va@istekkor van ut, vagy 1T, ekkor Gttal nem érhétel a t
pont s-16l, azaz van (S, T) Ures vagas.

1. Feladat: Keresslnk utat dtb-be!l
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| l+s| [+af[+1]-3]
12345
1 X
2 | X X X
3| X X
4 X
5 X

Megoldas: Ebszor elkészitjik az an. struktaramatrixot. d-mdulunk, igy az 1-hez
tartozé rekeszbe beirjuk a képbdnt jelét: ,-s”. Hogy az isméttiést elkeruljuk, jelélnink
kell azt, ha egy pontot mar vizsgaltunk. Ezt a @mds dijelezésével oldjuk meg. Ha egy
pontba eljutunk, akkor ,negativ”’ cimkével latjuk és ha ebll a pontbdl tovabb mentink,
ahova csak lehetett, akkor a cimkét pozitivra zédijuk at. A 0. lépésben az ,s” pont
rekeszébe a —s cimkeét tesszik. Megnézzii hdwva tudunk eljutni, mehetink 4-be, a 4-hez
tartozo rublikaba beirjuk (-1), mivel mashova namdunk menni 1-8l, igy atirjuk a (-s)-t
(+s)-re; megnézzuk 4éb hova tudunk menni, 3-ba, tehat beirjuk a 3-adikaba (-4), és
mivel mashova nem tudunk menni, ezért atirjuk d€tl(+1)-re; nézzik 3-bdl hova tudunk
menni, mehettink 1-be, de ott mar voltunk, tehaeleaem foglalkozunk, de mehetiink 5-be,
ahova beirjuk (-3); mivel 5 volt a cél, ezért aaftdt kész, mar csak az utat kell felirnunk;
legegyszedibb maodja, ha visszafelé haladunk.

Ut5-3-4-1

2. Feladat: Az ébbi digrafon keressunk utat 4l2-be.

[ [+3 [+4[+s[-3]
1[2[3]4]5
1 X
2[ x| _[X]_[X
3[X X
4 X
5 X

Elakadtunk, talaltunk egy vagast, tehat nincs bbl42-be.
S=(1,3,45) T=(2) Nincs él SsbT-be.

3. feladat: Keresslnk utat s=5ili=9-be.
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[+s]+1] [+a]-2| [+4]+7]-8
11213141561 7]18]9
1 X X
2 X
3 X X | X
4 X
51 X X X
6
7 X
8 X | X X
9 X | X

Ut 1-l 9-be:9-8-7-4-1

4. feladat

Ugyanaz, mint fent. Keressiink utat 3-B-be!

[+5[-1] [+8]+8[+5]+s[+7[+8
112 415]1]6]7]18]9

1 X X

2 X

3 X X| X

4 X

5 X X X

6

7 X

8 X| X X

9 X1 X

Ut 7-b6l 2-be:2-1-5-8-7
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3. Maximalis Ut — minimalis potencial

A maximalis ut minimalis potencial az épitésber#sdegy alapfeladatanak asdtervezési
feladatnak a matematikai terminoldgidja. A felatlatatematikailag egyutt lehet kezelni a
minimalis Ut maximalis potencial feladattal, amel§szor athaldzaton felvetett problémara
lett kidolgozva. A feladatot az 50-es években véketel és az elsmatematikai cikk 1956-
ban Ford.,L.R. munkaja. Természetesen a digratfréeteevések folyamatosan enyhultek, igy
kezdetben még feltétel volt az is, hogy a halé kamentes és pozitiv élhosszusagu legyen.

Tervitem halo, (hald): Egy [N,A] digrafot tervitemhalonak nevezink, hihtk 1N
kezdspont és fIN végpont ugy, hogy barmelyIN-re van ut s-bl i-be és i-16l t-be.

A tervitemezési feladat soran keressuk egy éfigdshazas atfutasi idejét (leghosszabb utat
s-l t-be vagy a kritikus utat), és az egyes tevékéggk legkorabbi és legkidshi lehetséges
bekovetkezési idejét (leghosszabb Utkdz adott tevékenységig illetve a leghosszabb Gt t
b6l az adott tevékenyseégig), tovabba a tevékenységinez 6 Ugynevezett tartalékiket.
Miszaki feladatunkat matematikailag az alabbi pricdu&l parban fogalmazzuk meg.

Innentl kezdve terviitem halokkal foglalkozunk.

Az alabb targyalt modellben a hurok és a negativgdzisag megengedett.

Primal:

Adott (N,A, 1) haldézaton kereseficazon P(s,t) £s=x, ..., Xn=t} Ut, amelyre(P(s,t)) =
> 1 maximalis.

ijoP

Dual:

Adott (N,A, 1) haldézaton kereseficazonu potencialrendszer, amelyre
I'lS = |:| ’

K - K 2 Tjj Dij LA (*)

€S minimalis.

Lemma:
Jeloljep; OjON-re valamely ut hosszat $ilj-be.(1)
Ebben az esetbgn [jCIN-re, a leghosszabb ut (8i-be) (2), akkor és csak akkor, ha
K - Hi 2 Tj Oij OA (3).

Bizonyitas:
I. Feltéve (1)-et ha (3) igaz, akkor (2) is igdetite
Il. Feltéve (1)-et ha (2) igaz, akkor (3) is igaz.

l. bizonyitas
1(P(s,1)) tetséleges Ut hossza $kt-be

T(P(S,t)) :z Tjj S Mx2 - Hx1 + Hx3 - Mx2 + oo Mk - Hxk-1 ...t Pxm - Hxm-1 = M (**)

ijoP
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Mivel p; egyrészt valamely Ut hossza masrészt nagyobb Egyent akarmelyik Ut
hossza ezert sziukségkeppga leghosszabb Ut hossza,. [(jLIN a leghosszabb ut
hossza sl j-be)

I. Kbvetkezménye: Ha a célfiiggvények optimalisakoa egyenbseg all fenn (**)-
ban.

Il. bizonyitasaban egy a ll. allitassal ekvivalé@igast bizonyitunk, nevezetesen:
Feltéve (1)-et ha (3) nem igaz, akkor (2) sem igaz.

(1)ésy; - Wi <Tij = M nem a leghosszabb.

Tegyuk fel, hogy a leghosszabb Ut hosszad-kbe és jeldljet(P(s,i)) a
leghosszabb utat. Ekkor I. szerint

1(P(s,i) = Z Tj = W tovabbgy legyen valamely Ut hossza &Hpbe és

i0P(s,i)

W - Wi < T de ekkor

T(P(s)))) = Z Tj +1; > |, azazp; nem a leghosszabb Gt hosszabkHte.
ij0P(s,i)

Il. Kbvetkezménye: Ha egyeidég all fenn (**)-ban akkor a célfiggvények
optimalisak.

Algoritmus:
Kiindulas: ps=0 91S ésp;=-c0 egyebkent
Menjlnk végig a digraf minden csomopontjan. fa< t; + W Uij OA-ra,
akkorp,; ;=T - i , ahol LIS.
Az algoritmus véges lépésben véget ér mert vagte(fgsul minden élre, vagy
valamely potencialérték tart a végtelenhez, adagleosszabb at végtelen.

Az eredmeényekbBl kaphat6 informacidk

Definicio: A legkorabbi potencialrendszer gjblitika) H, OjON a leghosszabb ut s-
bél j-be OjCIN.

Minden olyan tevékenység, amely agf-mdul, legkorabban , idépontban
kezdsdhet.

Definici6: A legkégsbbi potencialrendszer @golitika) «; TjON az atfutasi id 4,
minusz a leghosszabb UtdHp-be OjCON.

Minden olyan tevékenység, amely a j-be érkezikkelaa’(gbbenfzj idopontban be kell,
hogy fejesdjon.

Kritikus esemény: olyan csomopont, amelyhez tarteg&orabbi és legkébbi
potencial megegyezik.

8/63 Minden jog fenntartva



Malyusz Levente, Dontéstamogaté Modszerek

Kritikus ut: a leghosszabb ut $ll-be.

Az ij tevékenység tartalékait
Teljes tartalekid: y, —H T
Fluggetlen tartalékiil H, —Z{i -1
Szabad tartalékid H o -

Feltételes tartalékidy, — u; - 7,

Az ij tevékenyseg lehetséges legkorabbi befejez_f?serij .

Az ij tevékenység lehetséges leghiglsi kezdeteﬁ [T

Kritikus tevékenységnek nevezzilk azt a tevékenysagelynek teljes tartalékideje
0. A kritikus Ut csak kritikus tevékenységékall.

Feladat: Keressiink maximalis utat Blb-be az alabbi halon!

3

e e legkorabbi
5 0 0

5 5

11| @11
. e 8| (38

13| (6)10
U, =13-0=13 U, =13-5=8 U, =13-2=11
[, =13-8=5 4, =13-13=0
Feladatok:

1. Keressen maximalis utat Bib-ba. Hatarozza meg a legkorabbi és legkbs
idopolitikéat.

13 |82 |50

(5)(6)1 )
0 512 | 5|0 |legkésébbi

123415

QR |WIN|F
N
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6
& (©

2. Abrazolja hal6 segitségével az alabbi tevékeysiegt és kapcsolatokat majd
keressen utat a kedoontbdl a végpontba és hatarozza meg a legkoraldbgk&ésbbi
idopolitikakat. A tevekenységek nem megszakithatéak.

a. Csaladi haz éepitését 3 tevékenysegre bontjapoxias 4 nap, Szerkezetépités 6
nap, befejeZ munkak 5 nap.

b. Egy Utépités soran a foldkiemelés 5 nap, Utakpd nap aszfaltozas 5 nap. A
tevékenységek legalabb 1 nap tavolsagra kell, lemgpenek egymastol. Hatarozza
meg a minimalis atfutasi éd.

c. Egy utépités soran a foldkiemelés 5 nap, Utakpd nap aszfaltozas 5 nap. A
tevékenységek maximum 4 nap tavolsagra lehetneka&stpl. Hatarozza meg a
minimalis atfutasi idt.

d. Egy Utépités soran a foldkiemelés 5 nap, Utakpd nap, aszfaltozas 5 nap. A
tevékenységek legalabb 1 de legfeljebb 4 nap tagodslehetnek egymastol.
Hatarozza meg a minimalis atfutasbid

e. Egy Utépités soran a foldkiemelés 5 és 7 naptk@@z Gtalapozas 3-6 nap kozott, az

aszfaltozas 5 és 7 nap kozott lehet. A tevékenysieglabb 1 de legfeljebb 4 nap
tavolsagra kell, hogy lehetnek egymastol. Hataromeg a minimalis atfutasi dd
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4. Minimalis Ut — maximalis potencial

A minimalis ut feladat megoldasa cimkézési techrak@lbszor Ford €s Minty dolgozataban
szerepelt.
Adott [N, A] digraf éleihez rendeljunk egy szamot.

Definicio: (it hossza)P (%, ..., X1, X, -y X) = DT

iioP

N={0,1,2, 3,4}

A ={(1,2); (1,3); (2,4); (3,2);(3,4)}
T12=3;T13=2; ....

Hi, H2, M3, H4g

Feltételezések

A hélozat iranyitott.

Minden élhossz egész szam.

A halézatban nincs negativ kdr — negativ cikluszargativ hosszusagu iranyitott ciklus, de
pozitiv kor lehet.

A fenti feltételezésekkel torténetileg az alatddadatokat definialtdk a digrafon.

1. Keressuk meg a legrévidebb utat egy csomopomibdksszes tdbbibe nemnegativ
élhosszusagu halon.

2. Keressik meg a legrovidebb utat egy csomoporatbdkszes tobbibe tetézges
élhosszusagu halon.

3. Keressik meg a legrovidebb utat minden ponthidtien pontba.

A tovabbiakban az 1. feladattal foglalkozunk.

Primal feladat Keresend olyan Ut az s, t pontok kdz6tt,
P={s=x%, X1, ..., t=X}, amelyre
T(P) =) 1; érték minimalis.
ijoP

Duél feladat:Tegyuk fel, hogy az s pontban van egy egységnyiraelyet t pontba akarunk
elszallitani, az [N, A] digraf elei mentén, ahoszéllitasi koltségeket jeldljg . Tegylk fel,
hogy az arut a ,termé&hek” kell elszallitania. Jon egy ,szAallitdé”, aki termebnek a
kovetked arajanlatot teszi. MindeIN ponthoz ad egy értéket, amennyi@dbba a pontba
szallitja az arut. Jeldljik ezf; — vel. A szallito, hogy ajanlata elfogadhaté legyelyany;
szallitasi értékeket adhat meg, melyekre:

Hs=0
W-wi<t OjOA
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A széllitbnak az a célja, hogy bevételét maximghzazaz
H: maximalis legyen.

Keresend olyan potencialrendszer, amelyre a * teljesiji@naximalis.

Alaplemma: Adott [N, A, 1] halézatban az s, t pontok kézott télsges P Utra és *-ot

teljesito 4 rendszerre igaz, 1(P)= W és egyertiség akkor és csak akkor pig- [ = Tj
Oij OPagh
Bizonyitas:
TP) =272 > (k- 1) = o - B + o - Foea + ot - Fba +-+ P = Pome1= = o -
ijoP iioP
Hxi  =H¢- Hs deps=0
(P)= Wt

Kdvetkezmény Ha az [N, A,1] hal6zatort(P) =y , akkort(P) ésy; optimalisak.

Feladat:
Bizonyitsa be, hogy az alabbi algoritmus a minisatimaximalis potencial
feladatpart oldja meg.

Algoritmus:
Kiindulas: ps=0 41S ésp;=+w egyébként

Menjlnk végig a digraf minden csomopontjan. e 1 + p; Lij DA-ra,
akkory; ;=T - i , ahol LIS.
Az algoritmus véges lépésben véget ér mert vagte(fgsul minden élre, vagy
valamely potencialérték tart a negativ végtelenaeaz a legrévidebb at végtelen.
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Feladatok a minimalis it maximalis potencial felad#&a:

1. Személyek idtervezése (Clark Hastings 1977)
Egy épibipari vallalat munkéjahoz havonta az aldbbi szand@lsaeral szakmunkas
szlikseéges.

Hénap Majus Janius Julius Augusztus  Szeptember 6@kt
Szakm. 3 5 7 5 3 4
szama

Tegyuk fel, hogy a szakmunkasok ttemezése havébbanh torténik, és aprilisban mar 2
szakmunka a helyszinen van és Novemberben is Zraarainkahelyen.

A munkésok alkalmazésahoz tartozo koltségek: 10feriat havonta és személyenként
illetve 15 ezer forint a munkas athelyezése egykmaankahelyre. Csak 2 munkast tud a cég
egyszerre munkdaba allitani a hénap elején és a asoklegfeljebb egyharmadat tudja a
honap végén athelyezni. A vallalat havi 20 ezeinfért tud munkéast szerezni és 20 ezer
forintot kell fizetnie a talmunkaért havonta szeyedlként. A tiimunka nem lehet tdbb mint
25%-a normal munkadahek.

Keressiik meg a munkasok foglalkoztatasanak mirngnkéliség megoldasat, a legrovidebb
ut modell felhasznéalaséaval.

2. Személyek ikervezese II.
Egy épibipari vallalat munkéjahoz havonta az aldbbi szand@lsaerel szakmunkas
szlikséges.

Hénap Majus Janius Julius Augusztus
Szakm. 3 5 2 6
szama

Tegyuk fel, hogy a szakmunkasok ttemezése havébbanh torténik, és aprilisban mar 2
szakmunkas a helyszinen van és Novemberben is&lmanunkahelyen.

A munkésok alkalmazésahoz tartozo koltségek: 1@0fexint havonta és személyenként
illetve 150 ezer forint a munkas athelyezése egsikmdunkahelyre. Csak 2 munkast tud a
cég egyszerre munkaba allitani a hénap elejémésnkasok legfeljebb egyharmadat tudja a
honap végén athelyezni. A vallalat havi 20 ezeinfért tud munkéast szerezni és 20 ezer
forintot kell fizetnie a talmunkaért havonta szeyedlként. A tiimunka nem lehet tdbb mint
25%-a normal munkadahek.

Keressiik meg a munkasok foglalkoztatasanak mirngnkéliség megoldasat, a legrovidebb
ut modell felhasznéalaséaval.

3. Adott 2 csomopont N=1,2 és két él a csomopoktadtt A=(1,2);(2,1).

Legyen
S22 -HM1 = 1.

Mit mondhatunk a maximalis és minimalis Ut hosskabben a halézatban?
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5. Maximalis folyam — minimdlis vagas

Adott [N, A] digraf (iranyitott elhalmaz), az éleértelmezett es adoki >0 [ijJA
egesz szam.
Feltételek:

- HavaniJA és jiJA akkor legyen jUA , ki =0.

- Nincs olyan at s-il t-be, amelyik csak végtelen kapacitasu élekertvez
keresztul.

Legyen f folyam az [N, A, k] — n ertelmezett figgveny, agmel 0< f, <k;,
Oij OA.

Keresend olyan v folyam érték, hogy

'v' maximalis, feltéve, hogy

v,hai=s
> f,-> f,=10haidN\st
ij0A jioA .
-v,hai=t

o< f, <k, , Oij0A

) !

Definici6: Az [N, A, k] halézatban legyen (S, T) egy vagask@S,T) = D _k;

i0sT
értéket a vagas kapacitasanak nevezzik. Az 6sszperstokat elvalaszto vagasok
kozul a legkisebb kapacitasut az s, t pontokra tkaz# minimalis vagasnak
nevezzuk.

Definicio: Szabad kapacitas hal6zat (residual capacity)
Az éleken értelmezett olyan tobblet folyam, ametifajezi ki, hogy — feltéve, hogy
OijOA - a digraf i-edik csomopontjabdl j-be mennyi fatgot tudunk még atkildeni
az
@, ) @, 1) élek felhasznalaséaval.

=k — T+ 1

r, =0 akkor és csak akkor Hg = f; esf; = Q

A szabad kapacitas halézatot a maximalis folyamdiai megoldaséara szolgald
algoritmusban hasznéljuk.

Alaplemma: Adott [N, A, k] hal6zaton tetgiteges folyam (v) és tetéleges vagas (S,
T) kozott fenndll a kovetkézkapcsolat:

vs Yk

0i0(sT)
Bizonyitas:v = Z[z fi =D f, j

S \ ij0A OA

14/63 Minden jog fenntartva



Malyusz Levente, Dontéstamogaté Modszerek

V:zfij_zfji *)

iosT jiars
mivel a jobboldal két tagjara
dfi< Dk és > =20
i0(ST) io(sST) TS

ezért a bizonyitani kivant egyétienségv < _%:Tl)gj fennall.
(S,

Lemma: Az [N, A, k] hal6zaton értelmezett tetdeges v érték f folyamra fennall, hogy
mindenAv tobbletfolyam s-Bl t-be kisebb-egyetilakarmelyik (s,t) vagas szabad
kapacitasanal a szabad kapacitas hal6zatban.

Bizonyitas:
Az alaplemma szerint
vHAVS >k (%)

0i(sT)

(**)-(*)

Avs Y ki- D fi+ D és > f= > f;
jo(sT) ijio(s,T) ij(T,S) ija(T,s) JO(T,S)

felhasznalva, hogy =k; - f; + f

Avs >

ija(S,T)
Ezzel a bizonyitas végére értunk.

kovetkezik, hogy

i

Tétel: a., egy [N, A, k] halozaton létezik olyan f folya amelyre v maximalis és amelyre v
egyenb a hal6zatban Ié/minimalis kapacitasu vagassal.

b., egy f folyam akkor és csak akkor maximalisrtéld, ha a szabad kapacitasu
hél6zatban nincs novelt s-l t-be.

c., a feladatnak mindig Iétezik egészéitél optimalis megoldasa.

Bizonyitas:

Adott [N, A, k] hdlozat. Legyen f £1.

Keresstink noveél utat a szabadkapacitas halézatban. Legyen az aittagkisebb
kapacitas #in. Ezen az uton legyen f = {45 Konstrudljunk egy Uj szabad kapacitas
halozatot.

Ha nincs novél ut, akkor van olyan (ST) vagas, amelyfeSjr , ;= 0, (k = f;) f; = 0.

Mivel Av = Zrij =0, ezért v maximalis folyam. llletve, ha v maximédtidyam, akkor nincs
ja(sT)

Ut a s-Bl t-be a szabad kapacitas hal6zatban, azaz léteek vagas a szabad kapacitas

haléban. Ebben a vagasban az eredeti halé mingercikasa telitett.

15/63 Minden jog fenntartva



Malyusz Levente, Dontéstamogaté Modszerek

Feladat:

Keresslink maximalis folyamot Xb6-ba!

+s |+1|+2|+1]+3|-5
1/2[3]|4]|5]|686
1 3 3
2|5 2|5
3 5 21310
4 6
S 4
6 5
+s | +1 +1]+4]-5
1]2 4|5 ]|6
1 1 3
2|7 5
3 7 2|10
4 6
5 2
6 2

+s|(+1|-2|-1|-3|-3
11234 |5]|6
1 8 3
2 715
3 213]|5
4 6
5 4
6
Ut6-3-2-1
Knin:5 Av=5

Ut:6-5-3-2-1

Av=2
v=7
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+s|+1] -5 |+1| -4
1]2]3|4]|5]6
1 1 1

2 | 7 0|5

3 7 210
4|2 4
5 2 |2 0
6 5 4

Nincs Ut 1-161 6-ba. Az algoritmus leall. Tehat
marad az élz6 1épésben meghatéarozott érték.
Maximélis folyam 1-B1 6-ba:

v=9
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6. A maximalis folyam, minimalis vaqgas feladat kiterjesztése (tdbb forrassal és tobb
nyelével rendelke# haldzatok)

Maximalis folyam feladat
Adott N,Ak halézatot egészitsik ki egy minden céponthoz adott b értékkel, feltéve,

hogyZbi = 0. Az igy kapott hal6zatot jeldlje G.

iON

Feladat: kereselyan v folyam érték, hogy

'v' maximalis, feltéve, hogy

v,hai=s
Z fij Z fji =< h ,haid N\s;t
ij0A jiOA _vhai=t

O< f; <k, OijOA
A feladat megoldasat két légten kapjuk meg. Bkz6r megengedett megoldast
keresuink. Ehhez a halozatot cirkulaciova alakiggy Uj (t,s) €l bevezetésével, amelynek also
kapacitdsa 0, fels kapacitdsa végtelen. Keressink megengedett megoédanaximalis
folyam algoritmus segitségével. Ha létezik megadax el§ Iépconek, akkor Ujra
alkalmazva egy maximalis folyam algoritmust kapgufeladat optimélis megoldasat.

Megengedett folyam keresése:

Feladat: kereseidddlyan f folyamrendszer, hogy

> f,-> f,=hhaidN

ii0A jioA
0<f, <k;, HijOA
Megoldas:

Minden b > 0 —ra egészitsik ki a G hal6zatunkat egy (s@l,é&lhol s Uj csomdpont
k; == h.

Minden b < 0 —ra egészitsuk ki a G hal6zatunkat egy (i,l€) & , = -b,
Az igy kibovitett halézaton keressiink maximalis folyamotéstkbe Ha a kapott megoldas
teliti az 0 éleket, akkor letezik megengedett me@sa az eredeti feladatnak. Ha nem teliti,
akkor az eredeti feladatunknak sincs megoldasa.

Ha a maximalis folyam teliti az 0] éleket akkorcéak akkor lehet az eredeti feladatot
megoldani.
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7. Maximalis folyam keresése als6 — fatskapacitas korlattal rendelkez
haldzatokon

Az N,Ak hélézatot egészitsik ki egy minden élre &éen szikséges als6 kapacitas |
ertékével, valamint egy a csomépontokhoz adaoérigekkel, feltéve, hogEb, =0

iON

Definicié: Az [N, A, k] hdlézatban legyen (S, T) egy vagask@S,T) = > k, - DI,

ii0s,T i0T,S
értéket a vagas kapacitasanak nevezzik. Az 6sszpsrstokat elvalaszto vagasok kozil a
legkisebb kapacitasut az s, t pontokra vonatkozomdilis vagasnak nevezzik.

Definicié: Szabad kapacitas haldzat (residual capacity)
Az éleken értelmezett olyan tébblet folyam, ametiyfajezi ki, hogy — feltéve, hogyij OA -
a digraf i-edik csomépontjabdl j-be mennyi folyanwdunk még atkuldeni az
@, @, i) élek felhasznalaséaval.
no=ky -+ f -1y
r; =0 akkor és csak akkor Hg = f, ésf; =1;.

A szabad kapacitas haldézatot a maximalis folyamdiai megoldasara szolgalé algoritmusban
hasznaljuk.

Feladat: kereseidcblyan v folyam érték, hogy

'V’ maximalis, feltéve, hogy

v,hai=s
Z fij Z fji =< h haild N\s;t
ij0A jidA _vhai=t

I, < f, <k, DijOA

ij

A feladat megoldésa két Iégdeen torténik. Elsz6r megengedett megoldast keresink. Ehhez
a héalozatot cirkulaciéva alakitjuk egy 0j (t,s)b@vezetésével, amelynek alsé kapacitasa O,
felsd kapacitasa végtelen. Ezutan vezessuk h‘i? a f; —1; =0 folyamot. A feltételi halmaz
ekkor a kovetkeiképpen alakul.

Z(fu‘ +; )'Z(fu‘ + )= b ,hai N

ij0A JiOA
Atrendezés utan kapjuk, hogy

S -3 f =0 -1, +Y1, = hai ON

i0A jiDA i0A jiDA

0s< fy <k —I; =k, , QijOA.

) !
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Példa: Eredeti halé az also felkapacitasokkal.

. fazis.
Keresend maximalis folyam s-8il t-be az alabbi halon.

A transzformalt halézaton kapott maximalis folyam, azb eéi§zis megoldasa lathatdo a
kovetked abran:
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Az eredeti feladat egy megengedett megoldasa:

2. fazis a megengedett megoldasbdl kiindulva keressiink egy optimalis megoldast.
Keresend maximalis folyam az alabbi halon:

(a halé szabad kapacitasait arkaz el$ fazis megengedett folyam érték@itszamolhatjuk
ki)

A 2. fazis egy optimalis megoldasa a szabad kagmbiél6zaton abrdzolva a kévetkebran
lathatd (mar nincs néwelit 1-Bl 4-be).
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A minimalis vagas S(1,3) és a T(2,4) halmazokaas#ja el.
A maximalis folyam értéke 3, amely az 1-3-4 Gtohed) at.
Az eredeti feladatban a maximalis folyam és a maisrvagas értéke is 9.

Feladatok:

1. Van 3 épitési munkahely. Minden munkahelyen Bapiiszakban folyhat a munka. Ismert,
hogy naponta atlagban minimalisan mennyi emberssigs az egyes munkahelyeken. Az
1.mh: 15 &; 2.mh. 218; 3.mh. 21 8. Tudjuk tovabba, hogy tiszakonként maximum mennyi
ember all rendelkezésiinkre. Végul adott az ala@idarat, amely megmutatja, hogy
munkahelyenként és az egyesrakokban dolgoz6 emberek szama milyen minimalis és
maximalis értékek kdzott valtozhat.

1. miszak 2. niszak 3. niszak
1. munkahely 7,9 7,21 6,21
2. munkahely 4,8 5,19 5,25
3. munkahely 5,12 6,14 3,24

Hatarozzuk meg maximalis folyam algoritmussal, hogyaz a minimalis létszam, amely
megfelel a fenti kdvetelményeknek.
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8. Konig feladat

Kdnig Dénes 1884. szeptember 21-én szlletett Bagtap. 1936-ban Lipcsében jelent
meg ,A véges és vegtelen grafok elmélete”cimive. Ebben kdzolte az alabbi tételt,
amelyet ma Konig tételként ismertnk. Dr. Harold KMhn, a Princeton Egyetem professzora
a hozzarendelési feladat megoldasara kidolgozgtob@n algoritmust, amely a Konig-
tételre épul ezért az algoritmust magyar modszeneekzte el.

Feladat: Adotty, I, ..., In személy (munkas) és, &, ..., J, munka (nn). Mindegyik
szemely valamilyen munkakra van kvalifikalva. Eeélszetien egy ugynevezett kvalifikacios
matrixba szoktuk 6sszefoglalni, ahol a kvalifik&cidatrix (i,j) celldjaban a * all, ha az |
személy a;dnunkat el tudja latni.

A feladat annak elddntése, hogy kaphat-e mindereeminnkat , feltéve, hogy minden
szemely olyan munkat végezzen, amihez ért és egkana csak egy személyt rendeljink
tovabba egy munkés csak egy munkat lathat el.

Tétel:
Adott kvalifikaciés matrix esetén az alabbi kéitas kozul az egyik igaz:
1., minden munkast el tudunk latni munkaval
2., létezik a munkasoknak egy olyan részhalmBzahogy a P szamossaga
nagyobb, mint az altaluk elvégezhi@unkdk szdmossaga.
P[> [[3(P)II

Bizonyitas: a feladat egy maximalis folyamfeladébigalmazhaté at.
Készitstik el a folyamhal6zatot n + m + 2 csuccsaallabbiak szerint:
Csomopontok:s,ta) I, ..., Im, J, B, ..., d
Elek: s-Bl I4, I, ..., ln csomopontokhoz 1 kapacitassal,J, ..., J, élekidl t-be 1
kapacitassal és az I, ..., In csomopontokbdl &), ..., J, csomépontokba — végtelen
kapacitadssal - akkor, ha a kvalifikacios matrip @ellajaban a * ll.
Tehat k(s,i) = 1, minden i-re,
K(3, t) = 1, minden j-re,
K(li, J) =, ha | szemely alkalmas ahunkara, minden mas kapacitas legyen nulla.

Keressuink max. folyamot:

1., ha a max folyam értéke m, akkor minden mun&iésian munkaja

2., ha a max folyam m-nél kisebb; legyen az (SniHimalis vagas. Jeldlje az S
halmazban l&é¥ csomépontokat, sy,ll, ..., I, &, b, ..., J. Mivel a folyamérték kisebb, mint
m, agy k(S, T) < m. Minimalis vagaskor telitettekealek, tehato kapacitasu él nem lehet a
vagasban. Tovabba nem lehet a vagasban visszifalé@ sem, amelyen folyam folyik,
mert akkor a szabad kapacitas hal6zatban ugyamspembpontok kozotti vagasban déél
szabad kapacitdsa nem 0 lenne. A vagas kapacitagaxr < m igy p > r. Ez az igazolni
kivant egyeritlenség, |[P|| > ||I(P)||
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Példa:
Legyen adott az alabbi kvalifikacios matrix és haeaunk meg egy hozzarendelést.

Kiindulas: Készitsiink el egy kezdeti hozzarendelBtljik ezt kbrokkel.

i

%

5

l1

*

*

I

*

*

*

I3

l4

0. lépés Készitsiink egy kiindul6 hozzarendelést. RéEszak-Nyugati
sarokmodszerrel: az élszemélyt rendeljik az él®lyan munkdhoz, amelyhez
hozzarendelhét a masodik személyt a masodik olyan munkahoz dreely
hozzarendelhétés igy tovabb.

1. Keressink maximalis folyamot azon munkasoktél aidkhem rendeltiink munkat
azon munkakhoz, amelyeket nem rendeltik hozzalsenki

Az algoritmus az alabbi két alternativa valamelyiérégzdik:
1., minden munkast el tudunk latni munkaval
2., létezik a munkasoknak egy olyan részhalmakeh(®)y a P szamossaga nagyobb,
mint az altaluk elvégezhemunkak szamossaga.
P[> [[3(P)II.

9. Futdszalag modell (siik keresztmetszet probléma):

A futészalag modell a Konig feladat egy altalarasat

Feladat: Adott 4, Iy, ..., In személy (munkas) és,Jb, ..., J munka (ngn). Mindegyik
személy valamilyen munkakra van kvalifikalva. Eztlszefien a Q=€;) Ugynevezett
kvalifikacios matrixba szoktuk dsszefoglalni, alwgl=1, ha | személy ért ajdnunkahoz,
maskenu;=0.

Adottak tovabba a; = 0 (i=1,...m) (j=1,...n) nem negativ egész szamok, galehzt az idt
jelentik, amennyi id alatt az | munkas a jJmunkahelyi feladatot ellatja. Valamely
hozzarendelés esetén a futdszalag sebességétaaazhatmeg, hogy mennyi a leghosszabb
ideig dolgoz6 munkas munkaideje.

A feladat annak elddntése, hogy kaphat-e mindereeminnkat , feltéve, hogy minden
személy olyan munkat végezzen, amihez ért és egkana csak egy személyt rendeljink
tovabba egy munkas csak egy munkat lathat el.

Célunk olyan hozzarendelés megvaldsitasa, amelyiéghosszabb ideig dolgoz6 munkéas
munkaideje minimalis.
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10. Altalanos Kénig feladat (foldszallitasi feladat):

Legyenek adottak az,ll, ..., In foldnye helyek melyek kapacitasa, o,... am. €S a g b,
..., J épitési foldlerako helyek, amelyek kapacitfsapB,.... pn. A koltségeket figyelembe
véve adott egy elfogadhatdsagi matrix, amelyngk ¢ellajaban ,*” all, ha a szallitas az i-
edik helybl a j-edik helyre elfogadhaté. HaP O 1 a foldnyet helyek tetséleges
részhalmaza, akkor ezen foldnyehelyektl elfogadhatd koltséggel eléridetdldlerako
helyek halmaz&=J(P) O J .

Feltesszuk, hog)zm: a, < Zn: B

i=1 =1

Feladat: Dontsik el, hogy a fold elszallithato-edatt helyeksl az elfogadhaté foldlerakod
helyekre és adjunk egy lehetséges szallitasi kaiti

Az altalanos Konig feladat megoldhatésagara vorzitkaz alabbi tétel:

Tétel: Adott kvalifikaciés matrix esetén az alakét allitas kozil az egyik és csak az egyik
igaz.

1.Minden féldet eltudunk szallitani. A maximalidylam erteke ekkoz a .
i=1

2., létezik a foldnyer helyeknek egy olyarP® [1 | részhalmaza, hogy az elhelyezni kivant
fold mennyisége nagyobb mint az elfogadhat6 fo&kérhelyek kapacitasa.

[IPH > [13(P)H
20> D0

ioP i0J(P)

Bizonyit4s:

Konstrualjunk egy m+n+2 csomoépontl halézatot a kemkeppen.

Csomopontok:s,tal o, ..., In Ji, &, ..., &

Elek: s-tbl 11, Iy, ..., In csomopontokhoz a megfedats, ay... om kapacitasokkal,iJ &, ..., h
élekyl t-be a megfeld By, B2.... Pn kapacitasokkal s agz, I, ..., In csomoépontokbdl a;,)
b, ..., Jycsomopontokba — végtelen kapacitassal - akkaa, kaalifikacios matrix (i,))
cellajaban a ,*” all.

Keressunk maximalis folyamot $ilt-be.
1., Ha a maximalis folyan)_a; , akkor a tétel elséllitasa igaz.
i0P
2., Ha a maximalis folyam kisebb miEai , akkor a min vagas értéke
ioP

Zai +Z:8| <Zai (:Zai +Zai)

iaoP iOR ioP iaoP ioP
DE<Da
iOR ioP
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Példak.

1. Az On feladata vallalkozok kivalasztasa adothkéua. A vallalkozék minden feltételnek
megfelelnek amelyet az ajanlaté@ioirt szamukra. ... vallalkozét kell ... munkahoz
rendelni.

Allitson fel modellt a kovetkezfeltételekkel:

a., Egy véllalkozé csak egy munkét kaphat meg.

b., Egy vallalkoz6 tdbb munkét is megkaphat.

c., Egy vallalkoz6 tobb munkét is elnyerhet de sgynkat maximum 2 véllalkozé végezhet.

11. Altalanos s4ik keresztmetszet feladat:

Legyenek adottak az,ll, ..., In foldnye helyek melyek kapacitasa, o,... am. €S a g b,
..., J épitési foldlerako helyek, amelyek kapacitfsaB,.... pn. A koltségeket figyelembe
véve adott egy elfogadhatésagi matrix, amelyngk cellajaban ,*” all, ha a szallitas az i-
edik helybl a j-edik helyre elfogadhaté. HaP O 1 a foldnyet helyek tetséleges
részhalmaza, akkor ezen foldngehelyektl elfogadhatd koltséggel eléridetdldlerako
helyek halmaz&=J(P) O J .

Feltessziik, hog)Zm: a; < Zn:ﬂj

i=1 =1

Adottak még ar; = Qi=1,...,m) (j=1,...,n) ertekek, amelyek ahelyrsl a J helyre torted
szallitas idejét jelolik.

Feladat: Dontsik el, hogy a fold elszallithato-edatt helyeksl az elfogadhaté foldlerakod
helyekre és adjunk egy olyan lehetséges szalptigikat, amelyre a maximalis minimalis.

Példak.

1. Egy vallalkozonak egyszerre 6t épitési munkabetpnszikségletét kell kielégiteni 5
betongyart6 felhasznalasaval. Ismert a gyartok ¢itgea €s a betonigény az egyes
munkahelyeken. Honnan érdemes rendelni a betogy, &adehet leghamarabb a
munkahelyre kertljén a beton?

2. Adott 4 darab féldnyéhely és 5 darab féldlerakohely, tovabba a kinyériésta lerakhatd
foldmennyisége. (Az adott géplanc fliggvényéberdptAtovabba az az ddzikséglet ami
két hely kozotti 6sszallitasi  mutatja. Allapitsuk meg, hogy honnan hova érdeanfégdet
szdllitani, ha a lehétegkevesebb ilalatt és koltséggel szeretnénk ezt megvaldsitani.

3. Egy szallito vallalkozas azt a feladatot kapagy 4 munkahelyekt 5 foldlerakbhelyre
szallitson anyagokat. A kéltségminimalizalas érdekélgy szeretné megoldani a feladatot,
hogy mindig a lehétlegkozelebb |&¥ lerakdhelyre szallitana. Adott a munkahelyeken
idéegység alatt kitermeleddold és a lerakbhelyekenddgység alatt bedolgozhat6
foldmennyiség, tovabba adottak a szallitasi tagmkdaHonnan hova szallitsunk?
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12. A Koltséqgtervezési ,time-cost trade-off” feladat huokmentes halon

Tegyuk fel, hogy terviitem halénk hurokmentes.

A koltségtervezési feladatban a halé pontjai eseei@t, az élek valodi- és
latszattevékenységeket vagy kapcsolatokat jeloWekdi tevekenység esetén — ekkor,a” €s
,0” nemnegativak - a tevékenység elvégzésének nadej@t ,b” illetve roham idejét ,a”
jeloli, , 7" pedig a tevékenységitl Jeldlje egy tevékenységre a ,b”dhrtamhoz rendelt
koltséget K az ,a” idéhoz tartozzon K A koltségfuggvényt tegyuk fel, hogy linearis,

. K, - K
meredekseége ,-¢c” -¢;, ahol ¢, 20 azaz %:tga:—c. Ekkor egy adott

tevékenységithdz ,7"-hoz tartozé koltsegK, +(b—7) ¢ A koltség a normal #hél a
legkisebb a rohamithél a legnagyobb és kdzben linearisan valtozik. Jda és ,b”
negativak, tehat nem valddi tevékenységet jeltaiedar c=0.

,A
koltség

Ki |

e

CT

v

Teveékenyseég ibl

Primél feladat (a kivitelez feladata).

Adott az [N,A] tervitem hal6 és &g ,b; ,c; Uij U A -ra nemnegativ egész ertekek.

Keresend azon;,0i ON -re eésr; ,Uij O A-ra, ahol

ij?

Iy <y -4 UijOA

r; <b; OjOA )

r;za OjOA

M, =0

H. =P és az 0sszkoltség minimalis, azEz(Kij -G T ) vagy max

i0A
qu Ly -

i0A

A fenti feladathoz rendelh@ta kdvetke# Ugynevezett dual feladat.
Tekintslk az [N,A K] halozatot, ahdk; , ij [ A -ra tetsdleges nemnegativ egesz.
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Dual feladat (Munkaeb kozvetit feladata):
Keresend az [N,A k] halozaton értelmezet ,0ij O A folyam, amelyre

Dof, > f, =00iON,i 2Li#t

i0A i0A

pv + Z(Cu - f; )bij - Z(fu -c, )aij minimalis.
ioA i0A
fij <cj fj >y

-aholv a folyam értéke.

Megjegyzés: A dual egy lehetséges interpretacioja a koveéik&Egy munkadr kdzvetit
vallalkozé munkaéit biztosit a gyorsitashoz. A munkasokat p napoedaiil folyamatosan
kell foglalkoztatni. A napi munkaslétszamot jeldljeHa a gyorsitdshoz egy tevékenységen
szukséges munkasszam, azgz ragyobb mint ami rendelkezésiinkre §|l, dkkor Ujabb
embereket kell bérbe venni, a vallalkozdzeltes szamitasai szerinf bapig. Ellenke&
esetben a vallalkozo bérbe adja a munkagaiapig.

A két feladat kozotti kapcsolatot mutatja meg adtées lemma.

Lemma: Minden (*)-ot — a primal feladat feltételeit- tedit) u ést valamint az N,k
halézaton értelmezett tetdeges f folyamra, melynek értékeeljesil az alabbi
egyenbtlenség.

D.GT S pr+ Z(Cij - )bu' _Z(fu —G )aii

i0A ioA iOA
fj < fi >

aholv az f folyam értéke (a start csomoépontbdl kifolpbyamok 6sszege).

Bizonyitas:

_ZQJ Iy = __Z(fij +c — f; )Tij + __Z(fij - (fij — G ))Tij =
ijo0A UfijDi-\cij “f‘:]i\qj

Z firy + Z (Cij - )Tij __‘Z(fii —G )Tii =

ijOA uf‘:]fcu uﬁ:]qu

<2h(-w)* 2 (6 -5 -2 (F -6 )g

ijoA ij A ij &
£ <y i >G
ahol
> (=) =2 (6 5 ) = (-9 +uv
ijoA iIN A

Ezzel bizonyitést befejeztik.

Kbdvetkezmény: Ha egyeriség all fenn, akkor a célfiiggvények optimalisak.
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Optimalitasi kritérium:
Az egyenbség fennallasanak elégséges feltétele, hogy létaedygan folyam, amelyre:

1°Ha 1, <y, - akkor f; = 0
2°Ha 1, <b; akkor f; >¢,
3’Ha 7, >a; akkor f; <c,

Kritikusnak nevezink egy tevekenységet, a= 1, — 1 . Vegyuk észre, hogy folyam csak
kritikus tevékenységeken folyhat.

Eszrevétel:

1. A primal feladat célfiggvényének maximalizalasatt optimalitds esetém az alabbi
értékeket veheti fel.

ry = minl_:uj —H ,bu'J

2. A leghosszabb atfutasidioz tartozo optimalis megoldas, =b,, f, =0,0ijj DA.

j 1

Az optimalitasi kritériumoknak megfetign a kdvetkez osztalyokba sorolhatjuk az éleket.

A Dteljesill, (esetleg®ds) 1, <y, - f, =0
A 2Pés? teliestl, a <1 <b,,1, =p,-u f =c
An  csak?2 teliesil, 1, <b, 1, =y -u =a f =c
Av  csak8 teliestl, & <71, =g -4 =b f <c
Av  egyiksemteliesul, 7, =a, =b, =4, -4, f, =20

Lemma: Ha valamely p-re létezik optimalis,t, f akkor vagy létezik p*<p amelyre van
optimalisp* ,t*, f* megoldas vagy p a legkisebb érték amelyreladat megoldhaté.

Bizonyitas: ‘
Készitsuk el az alabbi [N,A] szabad kapacitas hal6zatot, ahol A’ olyanskibés A-nak,
hogy haij O A akkor legyeniji OA.

El csoport Kapacitas az [jA | Kapacitas a ji élen (ji nem
élen tartozik A-ba!)

ijOA r, =0, r =

ij OA r, =0, r, =

ij OAm r, =, rp=f —¢

ijO0AN rp=c —f, r = f,

ij Ay r, =, r, = f,

A tobbi él kapacitasa legyen 0.
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Keresstink maximalis folyamot az’bb definialt hal6zaton. Legyen a maximalis folyam g
minimalis vagagS,T).
Legyen fij* =g; +f;. f;,0j0A. A kapacitasok megvalasztasa miatt f* tovabbra is
megfelel az optimalitasi kritériumoknak.

Ha g végtelen, akkor van olyan ut &-l-be, amelyen minden él vagy az,Aragy az A

csoportba tartozik, tehat azon az dton mindgr a; , igy p a legkisebb érték (atfutast)d

amelyre a feladat megoldhato.
Ha g véges, akkor a vagashanslélek telitettek, azaz a vagasban vagy=0vagy f; =c,

ahol jj D(S,T). A vagasban csak A A, , Ay tipusu élek lehetnek, mert ezek kapacitasa

korlatos. A vagasban visszafelé barmilyen kapatit@® lehet. Vizsgaljuk meg a
folyaminformacidk segitségével, hogy a vagasbaw Ev a vagasban visszafelé dédlek
milyen élcsoportba kerllhetnek az optimalitasi éaimok betartasaval, ha valtoznak a T
halmazban a potencial értékek.

Ekkor egy élen a folyam vagy 0 vagy c.

Vagasban l&y élekidS, jOT,ij OA,.
A<y -4, 1 =b, f, =0

(I 1)

Ha u; kisebb lesz, akkor vagyAnarad az €l, vagy addig csokkenhet, amig

Ay tipust nem lesz, ekkof = 1 — i, = b ,

vagy hac; =0 akkor tovabbi csékkenésre lehet flpustia, <7; <b, ,7; = 1, — 4,

ij e
f, =¢c, =0

fij <G

végill hac; =0és a; =b, akkor lehet A tipust, ekkor, =y —u =a; =b,
fi 20.
A maximalis csotkkenés tetdieges c-re, minden vagasban dém, tipusu élt figyelembe
véves, = %r%gg(uj -4 =b;)
j

My < gy -re Ty == i <by,
ha mostrij*. >a; akkor az él A tipusu, hari’; =a,; akkor A tipusu lesz az él. A folyamertek
fi =¢
A maximalis csokkenés, = min (,uJ -l —ay )
A,
Ha a vagasban tipusu él vama; <7; =b; = ; - 4, akkor
egy 4, < p,-re 1y =y — i <by,
ha mostr; >a; akkor az él A tipusu, har; =a; akkor Ay tipusl lesz az él. A
folyamérték f; =c; .
A maximalis csokkenes, = _Drgi_gr(,uj —H - )
LS, |
Ay
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A vagasban visszafeldarmilyen él lehet. EkkorOT, jOS,ij O A és a potencialértékek a
kovetkedkeppen valtoznak

A, tipusu él Atipusu marad

An, &y <1y =, — [ <b,
Tetszlegesy <y -re (ekkorr; néhet !) az alabbi lehetséges élosztalyok addédnak

Haa, <71; =, — 4 <b,, akkor az él Atipust marad; <c; ;

Haa, <7, =, -4 =b; akkor az él A osztalyba tartozik;

Hac, =0, ésa; <1, <y, - , 1, =b, akkor Atipusl lesz az él.
A maximalis csokkenés tetdeges c-1d,, = Drpi,ruls(b,j —H; /Ji)

A,

An 1; =4, - =3; <b;, f; =c;. Ekkor a vagasban egy; —c; kapacitasu, telitett el
van, tehat az 0j folyam érték a vagasban vissz&mem,  élen
fi =f, +g, =f, —f +c, =¢ lesz.
TetsBlegesu < u -re (ekkorri*j néhet !) az alabbi lehetséges élosztalyok addédnak

Ha g, <T;; = H; -1 <b,
Haa, <71; =, — 4 =b, akkor az él A, osztalyba tartozik;f; <c;

akkor az él Atipust marad; =c;;
Hac, =0, ésa, <1, <y, -4, r; =b; akkor Atipusu lesz az ef; =0.
o A
A maximalis csokkenés , .i_DrpvleS( i~ M, /,1,)
Ay,
A vagasban visszamém\,, vagy A, tipusu €l Atipusu lesz, ha @, csokken.

Most csokkentsik a potencialértékeket ugy, hogylyamértékek valtozatlanok maradnak és
az optimalitasi kritérium tovabbra is teljesdil.

0= min(51,52,54|5\,2, v3)

ahold biztosan pozitiv mennyiség.

Legyenek az Uj potencial értékek a kovékegzerint megvalasztva.

4 =, hals,

W= —A,halT,

ahol A = 01,2,...,0

illetve 7; := min[,uj - 1 ,b, |.

A i1, f" értékek az optimalitasi kritériumot kielégitik.
Ezzel a bizonyitést befejeztik.
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Példak

1. Példa: Hatarozzuk meg az alabbi tervitem haldnireden lehetséges atfutasioid a
minimalis koltség megoldast.

Kiindul6 értékek:
kezdeti folyam =0,

5

1. iteracios lépés:
Elek osztalyozasa: szabad kapacitas

P2
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g folyam és a minimalis vagas f* folyam

5

A koltség novekedésdc,, = 8gység.
2. iteracio

Elek osztalyozasa: szabad kapacitas
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g folyam és a minimalis vagéas f* folyam

5,=5-0-2=3
5,=8-0-6=2
5=2

Az Uj tevékenységitk és potencialértékek meghatarozasa.

A koltség nbvekedésic,; +2c,, =3+6= 8Bgyseg.
3. iteracio

Elek osztalyozasa: szabad kapacitas

g folyam és a minimalis vagéas f* folyam
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A koltség novekedésc,, +2c,, + 2c,, =3+6+ 6= 1Bgység.

4. iteracio

Elek osztalyozasa: szabad kapacitas

g folyam és a minimalis vagas f* folyam
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5,=6-0-4=2
5=1

Az (] tevékenységitk és potencialértékek meghatarozéasa.

A koltség novekedesic,, + 2c, + 2c,, +1c,, =3+6+6+ 3 =18 egység.

5. iteracio:

Elek osztalyozasa: szabad kapacitas

g folyam végtelen a pl-p2-p3-p4 Gton minden tevgkégid minimalis, igy 8 nap az
elérhet minimalis atfutasi id.
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P2

2. Példa: Hatarozzuk meg az aldbbi tervitem héaldniraden lehetséges atfutasivid a
minimalis koltség megoldast.

Kiindulo értéekek:
kezdeti folyam =0,

3

1. iteracios lépés

Elek osztalyozasa: szabad kapacitas
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5,=5-0-4=1
5, =11-3-5=3
5, =5-3-0=2
5=1

A koltség novekedés,, = @gység.

Az iteracio 2. lépése

Elek osztalyozasa: szabad kapacitas
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J,=4-0-2=2
J,, =10-3-5=2
3, =4-3-0=1
J=1

3

A koltség novekedésc,, +¢c,, =1+1= Bgyseg.

Az iteracio 3. lépése

Elek osztalyozasa: szabad kapacitas
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A koltség novekedés,, + ¢, +C,, =1+1+3= Bgység.

4. iteracios lépés

Elek osztalyozasa: szabad kapacitas
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A koltség novekedésc,, +C,; +C,, +C, +C 3 =1+1+3+3+1=9 egyseg.

5. 1épés

Elek osztalyozasa: szabad kapacitas
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5, =7-2-2=3
5, =7-2-1=4
5=1

A koltség novekedeés: c,; +c, +Cy +C, +C5 +3C,, +3C,, =1+1+3+3+1+3+9=21
egyseég.

6. 1épés

Elek osztalyozasa: szabad kapacitas
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0,;=2-0-1=1

0y, =4-2-1=1

A visszamef lll. tipusu (3,4)JA élend,, =2-2+2= 2
o=1

A koltség novekedés:
Cy*tCz+Cy,+C,+C,+3C,, +3C, +C;, =1+1+3+3+1+3+9+3=24

7.1épés
Elek osztalyozasa: szabad kapacitas
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A g folyam végtelen ezért a minimalis atfutasi élnap.
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13. A koltséqtervezési feladat megoldasa a csak mininsikapcsolatokat tartalmazé
MPM halé

Minden tevékenységre igaz, hogy = u; — 4 (itt i €s j rendre egy tevékenység kezdete és
vége), valamint kulonbdztevékenységek kezdete és befejezte kdzott tovddpmsolatokat
adhatunk meg, azag, < u; — 4, ahol i és j két kulonbdztevekenyseg kezdete vagy vége.

Abrézolasban ez azt jelenti, hogy minden tevékegsfis2 csomodponttal és a koztiik dékét
nyillal abrdzolunk.

5
1B 2B
A A
5 -5 7 -7
2
1K 2B

A tervitem héalo, a tovabbiakban réviden csak hgbdntjai eseményeket az élek
tevekenységeket jelentenek. Adottak a hal6 eleifemelt a; és b; egesz szamok,

amelyekre feltesszik hogy, <b, tovabba vagy mindkettpozitiv, vagy mindkett negativ
valamint az a koltségtenyezc; =0, amely egy tevékenyseg felgyorsitasahoz szikseges
erdforras mennyisege. Jeldlje a tevékenységiy .

Jeloléseink kdzotti kapcsolatot szemlélteti a kkegt abra.

A
koltség

Kij
/ ——————

Ct

a T Tevékenység ifl

Tovabba, hab, negativ, akkor legyeg; = .0

1 , , . 7 _ . , . s , ;s ,
Ha a; ésb; nemnegativak akkor jelentésik szerint a tevékenigkeelvegzésének normal
ideje b, illetve roham idejea,
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Primél feladat (a kivitelez feladata).

Adott az [N,A] tervitem hal6é és halé éleihez renda],b, egész ésc; = Qij UA-ra
nemnegativ egész értékek.

Keresend azon;,0i ON -re ész;,0ij O A-ra, ahol

Iy <M -4 UijOA

r; <b OjOA

r; 2q; LjOA

#, =0

M =0

és az 6sszkoltség minimalis, azE;(Kij -G T, ) vagy max> ¢, T; .
ij0A ij0A

Megjegyzés Az, hogy egy ij tevekenysegrey <y, —; <b;, fennalljon, elegend az

a. b ,a illetve

ij 1N iy
T; <M —H;, —by=b; <r; <a; =-g;; teljestlienek. Tovabba, ha; > (akkor a

b, paramétereket ugy megadni, hogy <y, -4, @ <71;<b;
celfiggvény optimumat a minden ij-rg =min(b;, 4, -4 Hhelyen veszi fel, azaz minden
tevekenysegre; = u; — 4 teliesul (nem minden ij él tevékenyseg), illetaed) = 0, akkor
r; tetsdleges, tehat gy valaszthato, hagy= 4 — u; teljesuljon.

A fenti feladathoz rendelh&t kdvetke# Ggynevezett dual feladat.

Tekintsuk az [N,k] hal6zatot, amely olyan, hogy=«, hallij A és 0 egyebként.
Duél feladat (Munkaeb kozvetit feladata):

Keresend az [N,k] hal6zaton értelmezdf ,[ij O A folyam, amelyre

Df, =D f, =00iON,i 21i#t

i0A i0A

pv + Z(c,j -1 )bij - Z(f,j -c )aﬁ minimalis.
i0A i0A
i <g f >

Megjegyzes: A dual egy lehetséges interpretacioja a kovetk&gy munkadr kozvetit
vallalkozé munkasit biztosit a gyorsitashoz. A munkasokat p napoedaiil folyamatosan
kell foglalkoztatni. A napi munkaslétszamot jeldljeHa a gyorsitdshoz egy tevékenységen
szukséges munkasszam, azgz ragyobb mint ami rendelkezésiinkre §|l, dkkor Ujabb
embereket kell bérbe venni, a vallalkozdzeltes szamitasai szerin§ bapig. Ellenke&
esetben a vallalkoz6 bérbe adja a munkagaiapig.

A két feladat kozotti kapcsolatot mutatja meg adtées lemma.
Lemma: Minden (*)-ot — a primal feladat feltételeit- tegit) u ést valamint az N,k

hal6zaton értelmezett tetdeges f folyamra, melynek értékeeljesil az alabbi
egyenbtlenség.
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D.CT; Spyv+ Z(C/i - )bii - Z(fa —G )a,-j

DA i0A i0A
fj <y fj >y

aholv az f folyam értéke (a start csomopontbdl kifolpbydmok 6sszege).

Bizonyités:
_ch Ly = __Z(f/j +c; — )Tij + __Z(f/j - (fij -G ))Tij =
ijoOA UfijD<Acij UfijD;L\cij
_Z fyry + Z (C/j - f )Tij __Z(fij —G )Tu‘ =
ijo0A |%1D?Cij |%1D£qj
= Z f, (:ui —H )+ Z (C/j - f )b” __‘Z(fij Y )a1'J
ijOA IinjDéAcij uﬂ:]qu
ahol
Z f, ('ui —,ui): Zrui Z fi (fij -5 )= (V) + v
iDA iON DA

Ezzel bizonyitast befejeztik.

Kdvetkezmény: Ha egyertiség all fenn, akkor a célfiiggvények optimalisak.
Optimalitasi kritérium:

Az egyenbség fennallasanak elégséges feltétele, hogy latedyan folyam, amelyre:

1°Har, <, - akkor f, = 0
2’Har, <b, akkor f; >,
Har; >a; akkor f; <,

Kritikusnak nevezink egy tevékenységet vagy kaptsplhar; = u; — 4 . Vegyuk észre,
hogy folyam csak ilyen éleken folyhat.

Ha egy optimalis megoldast ismeriink, akkor maximdllyam feladat megoldasaval
megkaphatd egy Ujabb optiméalis megoldas éblehél kisebb atfutasi tde. De ha halonk
hurkot tartalmaz, akkor a megengedett megoldazdéteis kérdéses és altalaban egy kiindul6
optimalis megoldashoz egy minimalis koltééglyamfeladatot kell megoldanunk. Specialis
esetben (pld. hurokmentes, csak minimalis kapasidattartaimazé MPM hald) azonban
trivialis a kiindulo optimalis megoldas.

Eszrevétel:
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1. A primal feladat célfiiggvényének maximalizalasatt az optimalis az aldbbi értékeket
veheti fel.

Hab; > 0 akkorr; = min[,uj - U ”.J, haa; < Oakkorr; = ma>{,uj " ]

f, =0,0j OAZ?

2. Egy optimalis megoldas, =b, ,

Az optimalitasi kritériumoknak megfetign a kdvetkez osztalyokba sorolhatjuk az éleket.

A Dteljesiil, (esetleg®ds) 1, <y, — 4 f, =0
A 2Peés? teliestl, a <1, <b,1, =p,-u f =c
An  csak? teliesil, 1, <b, 1, =y -u =a f =c
Ay csak8 teliestl, @ <7,,7, =, -4 =b, f, <c
Av  egyiksemteliesul, 7, =a, =b, =4, -4, f, =20

Lemma: Ha valamely p-re létezik optimalis,t, f akkor vagy létezik p*<p amelyre van
optimalisp* ,t*, f* megoldas vagy p a legkisebb érték amelyreladat megoldhato.

Bizonyitas:

Készitsiik el az alabbi [N,A] szabad kapacitas halézatot, ahol A’ olyanskikés A-nak,
hogy haij O A deij O A akkor legyenji O A és ekkor; = 03

El csoport Kapacitas az ijA|Kapacitas a ji élen (ji nem
élen biztos, hogy A-ba tartozik!

ijOA r, =0, r, =

ij A, r, =0, r =

ij OA r, =, r, = f, —c

ijOAW rp=c - f, r = f,

ij JAv r, =, r, =f,

A tdbbi él kapacitasa legyen 0.

Keresstuink maximalis folyamot azobb definialt hal6zaton. Legyen a maximalis folyam g
minimalis vagagS,T).

Legyen f*=g+f. A kapacitdsok megvalasztasa miatt f* tovabbra neegfelel az

optimalitasi kritériumoknak.
Ha g végtelen, akkor van olyan ut &--be, amelyen minden él vagy az,Avagy az A
csoportba tartozik, tehat azon az Gton mindgr a; , igy p a legkisebb ertek (atfutasb)d

amelyre a feladat megoldhaté.

2 Hurokmentes haléban ez a leghosszabb atfutéisditartozé minimalis kéltséigmegoldas.
Ha a haléban hurok van, nem biztos, hogy ez a kesgtadb atfutasi &hdz tartoz6 megoldas.

3 Az igy kialakitott szabad kapacitas hal6zatbark @saninden egyes algoritmus lépésnek
megfeleb folyamndvekményeket abrazoljuk. Ez egy Uugynevezesidual network”.
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Ha g véges, akkor a vagasbanilé@lek telitettek, azaz a vagasban va‘gfy= Ovagy fij* =g

ahol jj D(S,T). A vagasban csak A Ay , Ay tipusu élek lehetnek, mert ezek kapacitasa

korlatos. A vagasban visszafelé barmilyen kapatit&® lehet. Vizsgaljuk meg a
folyaminformaciok segitségével, hogy a vagashai ¥y a vagasban visszafelé dédlek
milyen élcsoportba kerllhetnek az optimalitasi éaiimok betartasaval, ha valtoznak a T
halmazban a potencial értékek.

Ekkor egy élen a folyam vagy 0 vagy c.

Végasban &y élekiOS, jOT,ij OA,.
Véagasban l&y élekiOS, j OT,ij OA,.
A (fij* =0): a maximalis csokkenés tetézges c-re, minden vagasban déx, tipusu élt
figyelembe véve, = iDrgijn (,uj — 4 = b )
jOA
An, Ay (fij* =¢; ): a maximalis csokkenés, = Dns1n (/,1j —H — g )
LS, |
DA,
A vagasban visszafelé barmilyen él lehet. EkKkaIT, j 0S,ij O A és a potencialértékek a
kovetkedkeppen valtoznak.

A, A vagyAy tipusu élek estén a csokkenés @tsges nagy lehet.

A, Ay €élek esetén a maximalis csokkenés tdeges c-ré,, = i]TmDiQ (b,j — U+ U, )
)
iOA v Ay

A (t,s) él az algoritmus folyaman mindig visszafeterd Ay tipusu él lesz a vagasban. A
maximalis csokkentés a (t,s) éldy -y, + 4, =0-0+ p.

Most csOkkentsuk a potencialértékeket gy, hogylyamertékek valtozatlanok maradnak és
az optimalitasi kritérium tovabbra is teljesl.

5:: min(51,52,54,5v2’ V3)

ahold biztosan pozitiv mennyiség.

Legyenek az Uj potencial értékek a kdvékegzerint megvalasztva.

/Ji* =4, hals,

W =u —A,halT,

ahol A = 012,...,0

illetve 7, :=min|y, - 14 b, |.

A i1, f" értékek az optimalitasi kritériumot kielégitik.
Ezzel a bizonyitast befejeztik.

Példa

1. Példa: Hatarozzuk meg az alabbi tervitem haldndem lehetséges atfutasioié a
minimalis koltség megoldast.
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a=1,b=1,c=0 a=1,b=1,c=0
D
A N Y
a=t a=-1( a
b=10 b=-5 b
c=4 c=0

! a=f  a=t a=-1(
° b=-1  p=10 b=-5
3 c=2

c=0

c

P1 P3 P5

a=1,b=1,c=0 a=1,b=1,c=0

Kiindulé megoldas

10 11 17
1 1
(P2 yf——>(P4 @
A A
10 -10 5 -5 10 -10

6 7

0
@, >(72)
f=0 minden élre.

Primal célfuggveny értéke:

D CyTj = Cpplyy +CyyTay + Coglss = 40+15+20=75.
ijOA
A dudl célfiiggvény értéke:

pv+ (Clz - flz)b12 + (034 - 1:34)bs4 + (Cse - fss)bse =0+40+15+20=75

Elek osztalyozasa

\%

szabad kapacitas hal6zat
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00 0
P2 P4 @
A

g maximalis folyam, minimalis vagéas
AN

2 N o
(Pz )—»( P4 )_\_>,\ @
AN
A A \\

A
A
AN

f* folyam

2 0
P2 P4 @
A

0, =17-11-1=5

0, =17-7-5=5

a vagasban visszafelé
Oy =—-5-7+17=5
0=5

Az Uj potencial értékek és tevékenységid
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10 11 12
1 1
P2 P4 @
A
10 -10 5 5 5 -5

Primél célfiggvény értéke:
D CoTj = Cpplyy +Cyylay + Gyl = 40+15+10=65.
ii0A
A dudl célfiggveény értéke:
PV +(Cp = F1o)by, +(Cay = F30)035 = (f2 —Cou)@y, = (f43 —Cuz)aus = (fas — Co5)ays =
=24+20+15-2+10-2=65

2. iteracios lépés
Elek osztalyozasa (csak a vagasban ek valtozhattak !)

v v

P2 P4 @
A

szabad kapacitas halézat (szaggatott vonallaltgzioh csak a folyamszdmitdshoz sziikséges
éleket)

g maximalis folyam, minimdlis vagéas (tobb lebsgtg kdzll tetszés szerint valasztottam)
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* folyam

P2 P4 @
A

J, =10-0-5=5

0, =6-0-1=5

a vagasban visszafelé
J,, =-5-0+10=5
0=5

az Uj potencial értékek és tevekenyséikid

5 6 7

1 2

D CyTj = Cpplyy +CyylTay + Coglss = 20+15+10= 45,

iidA
A dudl célfiggveény értéke:
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pv+ (C34 - f34)bs4 - ( f24 - C24)324 - ( 1:43 - C43)a43 - ( f46 - C46)a46 - ( 1:35 - C35)a35 =
=28+15-4+10-2-2=45

3. iteracio
Elek osztalyozasa (csak a vagasban ek valtozhattak !)

v v

P2 P4 @
A

i \Y, \Y; 11 Il v

szabad kapacitas halézat (szaggatott vonallaltgzioh csak a folyamszamitdshoz sziikséges
éleket)

4 A4 2 A

2| o o

|
|
|
I, 10
|

2

|

| |
| I
| |
| |
| |

|
|
v i ¢
O SNG,

g maximalis folyam, minimalis vagas (tobb lebsgtg kdzll tetszés szerint valasztottam)

0 A Al
| ! |
| ' |
o0 0 | 0
lo o |0 0 0|0
| ' |
| ' |
| I +|
\/ 0
‘—>ﬁ S O it )
oo

Mivel a maximalis folyam végtelen, ezért algoritraok leall. 7 nap az elérkietegrovidebb
atfutasi id.
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2. Példa: Hatarozzuk meg az aldbbi tervitem héaldnireden lehetséges atfutasivid a
minimalis koltség megoldast.

a=1,b=1,c=0 a=1,b=1,c=0
g DD
A A A
a=1( a=-1( a==t =
< a=-10 a=1(
b=10 b=-10 b=10 b=-5  p=10
=4 =0 c=3 c=0 c=2
P1 P3 P5
a=1,b=1,c=0 a=1,b=1,c=0
Kiindulé megoldas
10 11 12
1 1
@—> P4 @
A A A
10 -10 10 -10 10 -10
0 ! 2
1 1
g D D
Elek osztalyozasa
v Y
; e
A A
Y% v \Y 1] v \
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Tobbtényez 6s értékelés

A tobbténye#s értékelés feladata a kovetkeZ 6bb dontéshozénak toébb objektumot vagy
varidnst kell egyméassal 0sszehasonlitva értékedsieezek kozul az egyik értékét kell
meghatarozni.

A tobbtényess értékelés soran altalaban az alabbi részfelaalahalitjak végre:

l. azosszehasonlitani kivant objektumok kivalasztasa

Il. az ertékelési tényeik és sulyaik meghatarozasaamely altalaban az értékelési
tényedk fa struktlraju rendezése Utjan végeélebt

[l ezek utaraz objektumokat az értékelési tényaik szerint ertékelni kell, azaz meg
kell allapitani, az egyes objektumok értékét mmdaékelési tényézszerint,

IV.  azertékelé eljaras kivalasztasaésaz értékelés elvegzése

A tobbtényeds értékelési feladat alapmodelljei

Vezessik be az alabbi jel6léseket. Legyen T eggnmds €s n oszlopbdl allé matrix, valamint
S=(s,..,5,...5)-nel jeldljuk az &, E ,...,E ,...,E szempontok sulyait. Azjtnemnegativ szam
azt mutatja, hogy az@bjektum az Bényed szempontjabol mennyit ér. Az alaptablat tgy
tekinthetjuk, hogy valamely;Eénye® alapjan a j-edik oszlopban az objektumokhoz rendel
ertékek vannak.

S S; Sh
E; Ei =
O
{; T
GO ¥
Om

A ti; >0 az i-edik objektumra vonatkoz6 értéket jelenfiedik szempont szerint. Avektor
tartalmazza egy szempont szerinti értékeket aze@sshjektumra, mig a vektor az i-edik
objektumra vonatkoz6 értékeket minden szemponirdzéy feladat a kovetkéz Ha adott a

T matrix (utilitds matrix), akkor rakjuk sorrendlzg m darab objektumot n darab értékelési
tényed szerint valamilyen univerzalis értéanodszerrel Az univerzélis sz6 alatt azt kell
érteni, hogy az objektumokat minden értékelési eahyigyelembe vételével kell sorba kell
allitani.

Azért, hogy a bemutatott elméleti hattér kézzeltagha valjon direvetitem az alabbi kis
példat, amelyen a targyalt alapmodelleket repreiemkt
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Példa: Legyenek 9 O,, Os, O4, az 6sszemeérni kivant objektumok, amelyeket az&E Es,
Es4, Es, Es, értékelési tényéik szerint hasonlitunk 6ssze. A tdbldzatban a naggotek jelenti
a jobb értéket.

= E. Es. E4 Es. Es.
O;. 1 2 4 2 1 4
0. 2 3 3 2 1 1
Os. 3 3 2 3 4 1
Oa. 4 2 1 1 3 2

Tegyuk fel tovabba, hogy minden értékelési tédymiya egy, azazs 9= = 5= = $=1.
Ertékelési alapelvek

Legyen adott tobb tanya. Feladatunk kat furasanaao egészséges ivovizzel tudjuk ellatni a
tanyakat. Kérdés az, hogy hol legyen a kat, milgkralapjan valasszuk meg a helyét.

Tegyuk fel, hogy miszaki szempontbol minden pont lehetséges.
Ha az elvet a beruhazéasban érdekelt k6zosseg hataneg, akkor az alabbi két elv
lehetséges:
- mivel a kattél a hazig a vizet el kell szallitaaikb6zosség donthet ugy, hogy az utak
0sszhossza legyen minimalis.
- masrészt ,egyittérezve a legpechesebbel” a kozadgag helyet is valaszthat a
katnak, hogy a tanyéktol a kutig ve&ettak kozul a leghosszabb is a legrovidebb
legyen.

Az eldbbi elv a Bridgman feladatra utobbi az Arimoto-Blafeladatra vezet.

Miutan az elveket meghataroztuk, definialnunk kell, hogy miképpen m.rjik két pont
kozotti eltérést. Erre szolgal a kovetkeneghatarozas.

Definicio: Aza=(ay,...,§,...,a&)>0 vektornak &=(by,...,»,...n)>0 vektortol valo eltérésén az

alabbi kifejezés értékét értjuk:

n a.
D(allb) = Z(aj Inb—.‘—aj +b]]

j=1 j
Elemi szamolassal igazolhatd, hogyalDb) harom alapvéttulajdonsaga az alabbi.
1. D@llb)=0,

2. D(@llb)=0 akkor és csak akkor, laab.
Bizonyitas:
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t-1=logt
—logt-1+t=0 t:EEO
a
—IogE—1+920 /Ta
a a

alog%—a+b20

3. tulajdonség (asszimetria).
D(allb)zD(blla)
Elemi szamolassal igazolhaté.

Mielétt aza ésb sorrendjének szerepére ratérnénk, két fontos rivagakell
bevezetnlnk: "a priori" és "a posteriori" tulajdagekat. Ha egy eseménylien megeiz
egy masik eseményt, az @sa priorinak”, a masodikat "a posteriorinak" nexiék. Ha két
allitas kozott nincs igbeli kapcsolat, akkor az elképzelést "a priorivagdsagot "a posteriori”
allitdsnak hivjuk. A Ddllb) kifejezésber jeldlje az "a priori”, (eseménydti vagy
elképzelés) éa jeldli az "a posteriori" (esemény utani vagy \&iQ) értéket. Az ébbiekkl
erzekelhet, hogy a szimmetria, mint tulajdonsag az eltérépfidggyekkel szemben nem
feltétlenul sziikséges kdvetelmény.
Tehat eltérésfiggvénylink nem szimmetrikus, ezkét alapelv tovabbi két-két esetre
bomlik.

Legyen az érték (y vektor) ,a posteriori”
Legyen az utilitas (vektorok) ,a priori” szerepkdrben.

Il. Legyen az utilitas (vektorok) ,a posteriori”
Legyen az érték (y vektor) ,a priori” szerepkorben

A dominancia médszer

A mébdszer nagyon egysteelven alapul és a felhasznalasra kembtematikai eszkoztar is
elemi, ezért ezen modszer nagyon elterjedt. A madehlabbi elven nyugszik: Tekintlink egy
dominans éobjektum_ot, amelyet a hozzatartar6dominans vektorral jellemezhetiink. Ezek
utan kiszamoljuk a D11d) eltéréseket. Ahol ez kisebb azt az objektumobiati tekintjik.

A dominans vektor az altalunk elképzelt vagy eN@gjobb objektum jellentiit tartalmazza.
Meghatarozasa példaul oly médon térténhet, hogyderiroszlopbdl kivalasztjuk a "legjobb™
értéket és ez lesz a dominans, vagy szamunkrasddgéktum.
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O ¥

o | d |

Most visszatérink a példankhoz, hogy az elmélgtedetést kézzelfoghatéva tegytk. A
dominans vektort ez esetben ugy vélasztottuk kgyhminden értékelési tény&zszerint
vettik a legjobb azaz a legnagyobb értéket.

dominans (d)4 3 4 3 4 4

Gyakorlasképpen szamitsuk ki az € a dominans (Qobjektum eltérését, azaz

D(0110") = ]Z;D(t(j]) Id, ) -et

n
D(t®1d; ) =1nE -1+ 4+ 202 -2+ 3+ 4n -4+ 4+
J J
= 4 3 4

+2In§—2+ 3+ ﬂn%—1+ 4+ 4In%—4+ 4= 3605

A szikséges szamitasok elvégzése utan a kapotraalis értékeél vektor elemenként a
kovetked.

y1=D(t%11d)=3.605
y,=D(t?I1d)=4.167
ya=D(t®I1d)=2.364
y,=D(t“I1d)=3.454

Mivel D(t®IId) a legkisebb érték, ezért megallapithatjuk, hogy @bjektum van a dominans
objektumhoz a legkdzelebb. Az objektumok sorredi@vetked: 3.,4.,1.,2. .

A sorba rendezésre két elvet hasznalunk fel.

1. Adott sulyrendszer esetén az atlagos eltéréts velitorok és az y értékielektor
eltéréseinek atlaga- legyen minimalis.

2. Adott sulyrendszer esetén azt szeretnénk eléogly a legnagyobb eltérés eltérés - a t
vektorok és az y értékelektor eltérései kdzil a legnagyobb is a I6hegkisebb legyen.

Bridgman modell (Adott sulyrendszer estén az agagjtérés minimalizalasa.)
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A 3. fejezetben mar utaltunk ra, hogy az eltéréghégyink nem szimmetrikus, azaz
D(allb)zD(blla). Attol fuggoen, hogy az értékelési tényéet (at; vektorokat) ,a prori’-nak
és az ertékély vektort ,a posteriori” -nak tekintjuk-e, tovabbekkét esetre bomlik az
altalnuk Bradgmanrél és Arimoto-Blahutrdl elnevézeodell.

Az atlagos eltérés minimalizalasa

Bridgman I.

Els6 esetben legyen az ,a posteriori” é$ az ,a priori”. Valasztasunk mellett azzal lehetne
érvelni, hogy &szor nyilvan mériink valamit, a mérés eredménygitvaktorokban taroljuk,
majd kovetkezik az esemény azaz az értékelés, aslelgredményg vektor. Ekkor tehat
valasztasunkat azdbeliség befolyasolta.

Feladatunk tehat a kdvetkeolyany atlagvektort keresiink, melyre az atlagos eltérés
minimalis. Azaz

n
>.S D(_ylllj) legyen minimalis.
=1

Derivalassal belathatd, hogyfenti kifejezés akkor minimalis, ha

n
i =exg 2§ In( )] i=1,..m
j=1
A modellt el$ alkalmazdjarol Bridgman modellnek nevezik.

Példankat a fenti modszer szerint megoldva kappuidabbi eredményeket:
y1=64, y,=36, =216, V=48, tehat az objektumok sorrendje 3.,1.,4.,2..

Bridgman 1.

Legyent az ,a posteriori” ég az ,a priori”. Ezen valasztas mellett nyilvan nittbeliséguk
miatt lehetne érvelni. A modszer mellett mérndkgfoatolasok szélnak. Ugyanis ekkiba
valésag ey az elképzelés. Marpedig aki mér, az tekintheti, ingpgyo a valésagot méri, az
ertékeb vektor csak elképzelés. Feladatunk tehat a kozétlkayany atlagvektort keresunk,
melyre az atlagos eltérés minimalis. Azaz
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n
>s D(_tj IIX) legyen minimalis.
j=1

Derivalassal belathato, hogyfenti kifejezes akkor minimalis, a = Zn: S ]i Jd=1...,m
Ha példankat a Bridgman médszer ezen valtozatddplkomeg, akkojrzftlz univerzalis
ertékeb vektorra az aldbbi eredményt kapjuk.

yi=14, y,=12, y=16, y=13.

Tehat az objektumok sorrendje: 3.,1.,4.,2..

Természetesen véletlen egybeesés, hogy a Bridgrddszer mindkét esetben ugyanazt az
eredmeényt szolgéltatta.

Ez utébbi modell egyszésége miatt igen kdzkedvelt.

61/63 Minden jog fenntartva



Malyusz Levente, Dontéstamogaté Modszerek

A maximalis eltérés minimalizalasa (Arimoto-Blahut)

Legyen az utilités (vektorok) ,a posteriori”
Legyen az érték (y vektor) ,a priori” szerepkérben

D(thy)= Zm:[ti,i |°gt;/_’_j -4t yiJ

i=1 I

Primal feladat

Feladatunk adott T (n,m) matrix eseténip maxD(t j Hy) amelyet egy 0] d valtoz6
y ]

bevezetésével a kovetkézppen irhatunk.
Keresend olyand,y[I R

amelyre a d minimalis,
feltéve, hogy

D(thy)s d(j=1..n)

A primal feladathoz tartoz6 dudl feladat a kovetkérott
Duél feladat

Keresend z[OR", xR’
melyrezn:ij(thz) maximalis
j:i:eltéve, hogy

Zn: X; =14 x=0

j=1
z=Yxt (i=1..m)
=t

A feladat megoldasara hasznalt algoritmus az aldbbi
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1 .
0. x¥== (j=1..n)

6. if d-c<e then stop else x,:=—1 (j=1..n)
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