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ALGORITMUS AZ F2| OVERLAP | Cmax MEGOLDASARA

VATTAI ZOLTAN ANDRAS

Budapest

A cikk az F» | overlap | Cmax feladat megolddsdra adhaté algoritmust targyal. Az eljaras
bemutatisidnak elSkészitése soran sor keriil a kvazi ,,O"-alaki és a szigorian véve is ,0"-alakia

Rl

tételek kimondasa és igazoldsa soran mutatjuk meg, hogy a kozolt algoritmus egyarant helyes
megoldast ad az F2||Cmax, F2 | idle | Cmax és F2 | overlap, idle | Cimax feladatokra is.

Kulcsszavak: termelésirdnyitds, itemezés (schheduling),
egyutas itemezési feladat (flow-shop)

1. Bevezetés

A feladat a kévetkez6képpen foglalhatd Gssze:

Adva van m > 2 munkadarab, melynek el6allitdsaban ugyanaz az n = 2 db gép
miikédik kézre, munkadarabonként azonosan adott, régzitett sorrendben (kétgépes,
egyutas itemezési feladat). Minden munkadarab megmunkdldsdban mindkét gép
részt vesz, munkadarabonként és gépenként ismert (7;, > 0) megmunkéldsi idd-
vel. A két gép a munkadarabokat azonos sorrendben veszi munka ald (eldzés nem
megengedett). Egy gép egy munkadarab megmunkalasat folyamatosan, megszakitds
nélkiil végzi (folyamatmegszakitds nem megengedett). Egy munkadarabon a két gép
munkavégzése koz6tt idébeli dtfedés lehetséges (dtlapoldsos feladat), melynek maxi-
malis mértékét munkadarabonként a halétechnikabdl kélesénzott C'R; > 0 kritikus
megkozelitéssel [3] adjuk meg. (Az atlapolasos iitemezési feladatok tipikusak az é-
pitéiparban, illetve nagy munkaigényti termékek vagy termékszéridk elGéllitdsdndl.)
Feladatunk a munkadarabok sorrendjének meghatarozdsa ugy, hogy az eloallitasuk-
hoz sziikséges 6ssz kivitelezési id6 (1" = Cmax ) a lehetd legkisebb legyen. (Rendelke-
zésre dllasi-, atéllitasi- és hatarid6k, valamint koltségek, vagy sorrendi megkéotések
figyelembevétele nem része a feladatnak.) A Graham, Lenstra és tdrsaik dltal 1981
ben javasolt szimbdlumrendszert [1] alkalmazva a feladatot F'2 | overlap | Cmax
kéddal jeloljiik. A targyalas szemléletesebbé tételéhez az eredeti feltételrendszerhez
még egy megkotést adunk, nevezetesen, hogy a gépek iitemezésében nem lehetnek
allasidok. Ez utobbi alatt azt értjiik, hogy ha egy gép barmelyik munkadarabbal
megkezdte a munkadarabok megmunkaldsat, akkor megszakitds nélkiil valamennyi
munkadarab megmunkéldsit elvégzi. (Az [1] dolgozat ilyen tipusi megkstése nem
ad jel6lési javaslatot.) A cikk utolsé részében megmutatjuk, hogy ezen megkétésnek
két gép esetén semmi hatdsa nincs a feladatra.
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Alkalmazott jelolések:

Ti1 és Ti2: A gépek tevékenységideje az ¢ munkadarabon (input adat).

C'R;: A két gép id6beli iitemezésénél az dtfedés maximalizdlasdhoz megadott
minimalis kévetési érték az ¢ munkadarabon (input adat). Jelentése: az
adott munkadarabon a két gép ilitemezése semmilyen késziiltségi foknal
nem keriilhet id6ben kézelebb egymdashoz, mint a megadott érték.

K; és B;: A két gép iitemezése koz6tti minimdlis id6 az 1 munkadarabon a meg-
munkéldsok kezdésekor (0%-os késziiltségi dllapot), illetve befejezése-
kor (100%-os késziiltségi dllapot). ,, Kezdési-, illetve befejezési kévetési
id6” (szdmitott segédmennyiségek).

B, A két gép litemezése k6z6tt1 1d6 a vizsgalt- és az azt megel6z6 litemterv-
részlet csatlakozdsanal.

D,: A két gép litemezése kozotti id6 a vizsgalt- és az azt kovetd iitemterv-
részlet csatlakozasanal.

i: Koévetési id6 névekménye az ¢ munkadarabon.

T = Cmax: Teljes megvaldsitasi id6 (keresett érték).

A megoldas szemléltetésére az iitemezési feladatokndl megszokottdl eltéréen
nem savos ilitemtervet, hanem kétdimenziés abrdkat, 1in. ciklogramot (egyfajta prog-
ressziogorbe-rendszert, vagy ,késziiltségi dllapot gérbe” rendszert [4]) alkalmazunk.
Az eljdras soran fokozott figyelmet szenteliink a kezdési-, illetve befejezési kovetési

idoknek, melyek meghatarozasara egyszerl algoritmust adunk.
(Lésd: 1. dbra)

B; = max{CR;, CR; + T; 2 — Ti 1}
Ki =max{CR;, CR;+ T;1 — T; 2}

2. Kvazi ,,0” alaki iitemterv

2.1 Definicio. Kvéazi ,0”-alaki az iitemterv, ha nem taldlhaté benne olyan
munkadarabpér, melyre

(2.1) B; < K; é B; > K; 1<

2.1 LEMMA. Létezik olyan optimadlis litemterv, mely kvazi ,,O”-alaku!

Bizonyitds. Mivel a gépek szamaéara folyamatos munkavégzést irtunk els, és mi-
vel az egyes gépeken az Osszes munkadarab megmunkaldsdhoz sziikséges id6 — bar-
mely sorrendben térténjék a munkadarabok megmunkildsa — konstans, a teljes
kivitelezési id6 — mint célfiiggvény — helyett elegendd a két gép iitemezése ko-
zottl 1d6t vizsgalnunk a legels6 munkadarab megmunkdldsainak kezdetekor, illetve
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A

pmgrgsszib (°/e)

B.—max {CR. , CR.+T. -T. }
i i i i

i

K, =max {CR, . CRI.+TI.‘1 -T,._z }

1. dbra
Ciklogram a kovetési id&k értelmezésével és meghatdrozasaval

a legutolsé munkadarab megmunkéldsainak befejezésekor (ldsd még 3.1 Tétel- és
Bizonyitds, valamint 10. dbra). Ugyancsak a megmunkéldsok folyamatossdgabodl
adédéan, ha egy kialakitott iitemterv belsejében egy itemtervrészt mddositunk,
akkor a médositdsnak az esetleges célértéket néveld hatdsai a kapcsolédé megel6zo-
és kovetd iitemtervrészekre (azok valamennyi rész-litemtervére — igy a legelsonek,
illetve a legutélsénak vélasztott munkadarabok megmunkaldséra is) teljes terjedel-
miikkel tovibb adédnak. (Ugyanez az esetleges célértéket csokkentd hatasokrél mar
nem &llithaté ilyen bizonyosan, hiszen példaul egy madr optimdlis megoldast jelentd
sorrend esetében a médositds lokdlisan hidba mutatna célértéket csdkkentd hatdst,
a célérték az optimalitdsbdl adédéan tovabb mdr nem csokkenthetd.)

Fentiek alapjan a bizonyitds sordn feltételeziink egy létezd optimalis iitemtervet
(a célfiiggvény értékének ismerete nem sziikséges), melyet alkalmasan megvalasz-
tott iitemterv-részletek mddositdséval (felcserélésével) megprébédlunk ,elrontani”,
mikdzben figyeljiik a kapcsolddé iitemtervrészek véltozasait . . .

Tételezziik fel, hogy taldltunk egy optimdlis titemtervet, mely nem kvazi ,,0”-
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alaki. Ekkor bizonyosan taldlhaté benne legaldbb egy olyan i, j munkadarabpir,
melyre 2.1 teljesiil. T6bb ilyen esetén tekintsiik azt, melyben a munkadarabok
legkozelebb esnek egymashoz (j — ¢ = min).

Ebben az esetben ¢ és j kozott csak olyan munkadarab lehet, melynél B,=K, (i<e<y),

:?.minek hatasatdl, — mint azt a bizonyitds logikdjdbdl latni fogjuk — eltekinthetiink.

Igy praktikusan feltételezziik, hogy 5 = i + 1.

A bizonyitds soran két alapesetet kell megkiilonboztetniink annak megfelelSen,

hogy a vizsgalt munkadarabok iitemezését megeldzd, illetve kdvetd iitemtervrészek
csatlakozdsdndl a kovetd id6k (D, és D, ) hogyan viszonyulnak egymdshoz:

I. A kovetd csatlakozd titemtervrésznél a kivetési id6 kisebb vagy egyenlS a meg-

elgz6 iitemtervrész csatlakozdsdndl 1év6 kovetési id6vel (D, < D,) :
(Lésd: 2. dbra)

. .
-+

2. dbra
¢ és j munkadarab iitemezése egy nem kvazi ,,0”-alaki iitemtervben (I. eset)
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Felirhat6 osszefiiggések: B,— < K;
B; > K;
B; = K;
B; < K;
Dy = B;
. = Ky

Valtoztassuk meg az adott optimdlis fitemtervet a két munkadarab felcserélé-
sével! 7 (Lasd: 3. 4bra)

Dy
|

r-r-rr—-v—-r-T"™

3. dbra
Kvizi ,0”-alaki iitemterv elSallitdsa (I. eset)
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Felirhato Osszefiiggések: B; < K;
B; > Kj
B; = K;
6; = K; — By
Ezekbdl kovetkezik: D, =B; =K; < Bj =D, illetve

D; = I{J + (5J' = I{j + K; — Bj < K= D,

II. A kovetkezd csatlakozd iitemtervrésznél a kévetési idé nagyobb a megelézé
titemtervrész csatlakozdsdnal 1év6 kovetési idénél (D, > D,) :
(Lasd: 4. 4bra)

==
—

~ 4 ¥ 1 L1 __1_1._.]

4. dbra
¢ és j munkadarab {itemezése egy nem kvizi ,,O”-alaky iitemtervben (IL. eset)
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Felirhat6 Osszefiiggések: B; < K;

B; > K;j

B; = K;

B; > K;

Dy, = B;

D, = K;
Véltoztassuk meg az adott optimadlis {itemtervet a két munkadarab felcserélé-
sével! (Lésd: 5. dbra)

Dy
+—
r-r-n=-1v°~-T1T~™ Y

v L _ 1 _ 1 _1_1 _1

5. dbra

Kvazi ,0”-alaki iitemterv elGéllitdasa (II. eset)
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Felirhat6 Osszefiiggések: B; < K;
B; > K;
B; = K;
§; = B — K;
Ezekbdl kovetkezik:

D; =K;=B;<K; =D, iletve
DL:B,;+§¢:B¢+B]'—[{,'<B_7'=DU

Lathaté tehdt, hogy a cserével a célfiiggvény értéke egyik esetben sem nétt. Az
adott médon barmilyen iitemtervbdl kiindulva el6 tudunk allitani kvazi ,,0”-alakd
iitemtervet.

A bizonyitds soran nem volt sziikség annak vizsgailatdra, hogy az adott parban szerepld
munkadarabok iitemtervei eredeti dllapotukhoz képest szét voltak-e hizva, vagy sem.

O

3. Szigorian véve is ,,0”-alaki {itemterv

3.1 Definicio. Legyen g egy kvazi ,0”-alakd optimélis litemtervben az utolsé
olyan munkadarab indexe, melyre K; < B;, valamint legyen h ugyanebben az {item-
tervben az elsd olyan munkadarab inedexe, melyre K; > B;. (A kvéazi ,,0”-alaki
{itemterv definiciéjabdl adéaddan g < h.)

Szigorian véve is ,0”-alakd a kvazi ,0”-alaku iitemterv, ha nem taldlhato
benne olyan munkadarabpar, melyre

(3.1) Ki>K; |i<j<yg
illetve
(3.2) Bi<Bj | h<i<j

3.1 LEMMA. Létezik olyan optimalis titemterv, mely szigorian véve is ,,O”-
alakd.

Bizonyitds. Tételezziik fel, hogy taladltunk olyan kvazi ,0”-alaki optimalis
iitemtervet, mely szigorian véve nem ,,0”-alakd. Ekkor bizonyosan taldlhaté benne
olyan szomszédos munkadarabpar, melyre vagy 3.1, vagy 3.2 teljesiil. Tételezziik
fel az utébbit. Tobb ilyen par esetén tekintsiik azt, amelyben a munkadarabok
legkozelebb esnek egymdshoz. (7 — 1 = min).
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Ebben az esetben 1 és j koz6tt csak olyan munkadarab lehet, melynél B,=K, (1<{<j),

aminek hatdsatél — mint azt a bizonyitas logikdjabdl latni fogjuk — eltekinthetiink.
fgy praktikusan feltételezziik, hogy 7 =1 + 1.

A bizonyitds sordn két esetet kell megvizsgalnunk aszerint, hogy a csatlako-

z6 ttemtervrészeknél a minimaélis kovetési id6k (B; és K;) hogyan viszonyulnak
egymashoz:

I. A koveto csatlakozd iitemtervrésznél a minimalis kovetési idé6 nagyobb, vagy
egyenlé a megel6z6 csatlakozé iitemtervrésznél 1évé minimalis kbvetési idGvel a
J, illetve az i munkadarab litemezésénél (B; > K;): (Lésd: 6. dbra)

r—- r—- =T~ T T—7T7T"~ - T T~

6. dbra
¢ és j munkadarab litemezése egy kvazi ,,0”-alakii,
de szigorian véve nem ,,O”-alaki iitemtervben (I. eset)

Felirhaté Osszefiiggések: B; < K;
Bj < K;

B,‘<Bj
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B; > K;
8 = K; — B;
D, = B;
D. =K+

Valtoztassuk meg az adott optimailis litemtervet a két munkadarab felcserélé-
sével! (Lésd: 7. dbra)

7. dbra
Szigordan véve is ,,0”-alaki iitemterv eléallitdsa (I. eset)

Felirhato Gsszefiiggések: B € Ry
Bj < K;
B; £ Bj
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B; > K;
§! = B; — K;
Fentiekbdl kovetkezoen:
D! =B;+6,=B;+Bj — K; <Bj =D, illetve
D.=Kj=Bi+6=B;+K;—B;<Ki+ K; —B; =D,

II. A kévetd csatlakozé iitemtervrésznél a minimdlis kovetési id6 kisebb a mege-
1626 csatlakozdé titemtervrésznél 1évé minimaélis kvetési id6nél a j, illetve az 1
munkadarab iitemezésénél (B; < K;): (Lésd: 8. abra)

Felirhaté Osszefliggések: B; < K;
B; < K;
B; < B;
B; < K;
&= Ky—=D;
By =By
D, = K; + 6;
Majd csere utén . .. (Lésd: 9. ébra)
Felirhat6 osszefiiggések: B; < K;
B; < K;
B; < B;
B; < K;
8; = K — B;
Fentiekbdl kovetkezden:
D, =By< B; = Dy illetve
D.=K;+6;=K;j+Ki—-Bj <Ki+K; —-B; =D,

Lithaté tehdt, hogy a cserével a célfiiggvény értéke egyik esetben sem nott.

A bizonyitas sordn nem volt sziikség annak vizsgdlatdra, hogy ; munkadarab titemterve
eredeti dllapotdhoz képest szét volt-e hizva, vagy sem.

Hasonlé mddszer alkalmazhatd bizonyitdsra 3.1 teljesiilése esetén is. Az adott
médon barmilyen kvazi ,,07-alaki iitemtervbél kiindulva, szigortian véve is
,O”-alaki iitemterv allithato eld. O
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r-r—- r—r7—7T™T—7T~-T-T~ - T

T

8. dbra
i és j munkadarab litemezése egy kvazi ,,0”-alakd,
de szigorian véve nem ,0”-alaki iitemtervben (IL. eset)

3.1 TETEL. Ha egy iitemtervrél belithatd, hogy szigoriian véve is ,0”-alakd,
akkor bizonyos, hogy optimaélis is.

Bizonyitds. Barmely iitemterv teljes atfutdsi ideje (T') két jél elkiilonithetd
részre bonthato fel:

— A megmunkéldsi idGk Osszege az els§ gépen (T7.);
—  Kovetési id6 a két gép munkavégzése kdz6tt az utolsé munkadarabon
a megmunkaldsok befejezésekor (77)),
vagy
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r—-r—-rr—-r—-—17—T "~T "~ [C~" -

9. dbra

Szigorian véve is ,0”-alaki iitemterv eldallitdsa (II. eset)

— A megmunkaldsi id6k sszege a mésodik gépen (T});
~  Kovetési id6 a két gép munkavégzése k6zott az elsé munkadarabon a
megmunkaldsok kezdetekor (77).

m m
Tekintve, hogy > T;1 =T, és > Tio = T} sorrendtél fiiggetlen konstansok,
=1 i=1
min(Crax) = min(7") akkor van, ha T} = T} ., vagy T/ = T}/ - Marpedig ez
szigorian véve is ,0”-alaki iitemtervnél — definiciobél adédéan is — teljesiil.

(Lésd: 10. dbra) O

1=
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iy Tu
i * ' T =T «T" =T’ «T"
! ! Ll u'tu e * Te
, m
Te Te 7'u :j)_:l Tl'1 = const
1 1 |
T 1 T e
T T. = £ T._  =const
e . 1.2 '
i=1
1 |
| T
10. dbra

A célfiiggvény valtozo része a kévetési id6

4. Megoldé algoritmus

4.1 Algoritmus. Szigordan véve is ,,0”-alaki iitemterv eldallitasara szolgdljon
az alabbi algoritmus:
CR;-k névekvé sorrendjében déntsiink afel6l, hogy adott munka a leendé
sorrendben az els6-, illetve utolsé poziciétol befelé, a sorrend elejére (a mar
sorolt els6k mogé), vagy végére (a mér sorolt utolsék elé) keriiljon, annak
megfeleléen, hogy CR; = K;, vagy CR; = B;. Amennyiben CR; = K; =
B;, gy tetsz6legesen donthetiink.

4.1 TETEL. Fenti algoritmus optimumot szolgaltat nemcsak F 2|overlap|Crax,
de F3 || Craz feladatndl is. Bizonyftdst ldsd a kovetkezd tételnél!

4.2 Algoritmus. Az F2 || Cpax feladat megolddsara mar 1945-ben S. M. John-
son kozolt algoritmust [2], miszerint:

A megmunkaldsi idék novekvd sorrendjében déntsiink afeldl, hogy egy
adott munka a leend6 sorrendben az els6-, illetve utolsé poziciétdl befelé
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a sor elejére (a mar sorolt els6k mogé), vagy végére (a mar sorolt utolsék
elé) keriiljén, annak megfelelen, hogy az adott megmunkalasi id6 az elsd,
vagy a masodik gépen jelentkezik-e.

Amennyiben az adott munkan mindkét gép azonos ideig dolgozik, ugy
tetszolegesen donthetiink.

4.2 TETEL. 4.2 algoritmus 4.1 specialis esete.

Bizonyitds. F2 || Cmax feladatnal is értelmezheték — és a megmunkalasi idék
alapjan egyszeriien meghatdrozhatok — a kévetési idok. Ezek ismeretében a feladat
azonos F'2 | overlap | Cpax-szal. — A tevékenységidék pedig mint kévetési idSk
jelennek meg. (Lasd: 11. 4bra)

11. dbra
A kovetési 1dok az atlapolas nélkiili feladatban is értelmezhetok

CRy=mind{l 3,13}
B; = max{CR;,CR; + T2 — Ti,l} =T; 3
Ki=max{CR;, CR; +T;1 —Tia}=Tia
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Vegyiik észre, hogy ezennel Johnson algoritmusanak helyességét is bizonyitottuk,
hiszen az 4ltala szolgdltatott sorrend szintén szigorian véve is ,,0”-alak litemtervet
ad. O

4.3 TETEL. F2 || Ciax feladat optimuma F2 |idle | Crax feladatnak is, illetve
F?2 | overlap | Crax feladat optimuma egyben optimuma F'2 | overlap, idle | Crax
feladatnak is.

Bizonyitds. F2 | idle | Cax, lletve F2 | overlap, idle | Cpax feladatok opti-
malis megolddsaiban elképzelhets, hogy az els6, vagy a masodik gép ilitemezésében
szakadds van. Ekkor az els6 gépen a kezdés, a mdsodik gépen pedig a befejezés
irdnyaban elmozditva a megmunkéldsokat az dlldsidék a célérték zavarasa nélkiil

felszdmolhatdk. (Lésd: 12. dbra) O

12, dbra

A véarakozasi id6k megengedése nincs hatassal a feladatra

Megjeqyzés. Az egyes gépek iitemezésének megszakitisdra a gyakorlatban pl.
a két gép kozotti korldtozott raktarkapacitas, illetve ,sériilékeny allapotok” miatt
keriilhet sor.
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ALGORITHM FOR SOLVING F2 | OVERLAP | Cmax PROBLEM
Z. A. VATTAI

A new approach algorithm for solving F2 | overlap | Cmax problem is discussed. While
preparing for description of the method definition of “quasi O shaped schedule” and that of
“absolute O shaped schedule” are settled. A demostrative proof for Johnson’s algorithm for
F2||Cmax problem is also discussed. Via theorems and their proofs it got be shown that the new
algorithm gives solutions for problems F2||Cmax, F2 | idle | Crmax and F2 | overlap, idle | Crmax
too.
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